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LỮI NŨI ĐẦU 

Để đáp ứng nhu cầu học tập của học sinh, tài liệu tham khảo cho giáo 
viên, tác giả đã mạnh dạn viết quyển sách: 

Bồi dưỡng học sinh giỏi Toán Đại số 9. 

Trong quyển sách này, tác giả đã phân chia thành 7 chuyên để cơ bản 
sau, bao gồm: 

Chương 1: Các phép biến đổi đại số 

Chương 2: Phương trình bậc hai — Hệ thức Viet. 

Chương 3: Hệ phương trình bậc nhất hai ẩn số: 

Chương 4: Phương trình HghiÊM nguyên 

Chương5: Phương trình 0ô kỷ. 

Chương 6: Phương trình, bất phương trình qui tể bậc nhất, bậc hai. 

Chương 7: Bất đẳng thức. 

Trong mỗi phần, sách được cấu trúc gổm 4 nội dung chính như sau: 

1. Phương pháp chung. 2. Các 0í dụ tỉnh họa. ” 
3. Bài tập uận dụng. 4. Hướng dẫn oà đáp số. 

Với mỗi dạng bài tập cơ bản đều có phương pháp giải cụ thể và ví dụ 
minh họa. Ngoài ra, các bài tập đều có hướng dẫn giải chỉ tiết, dễ hiểu. 
Nhiều ví dụ có lời nhận xét để giúp học sinh tránh các sai lầm cơ bản. Các 
bài tập được lựa chọn từ dễ đến khó, có những bài tác giả đã đưa ra nhiều 
phương pháp khác nhau để bạn đọc tham khảo. Ngoài ra tác giả đã đưa 
thêm phần: Các bài toán tổng hợp uà một số để thi học sinh giỏi của các 
tỉnh, thành phố trên toàn quốc, để bạn đọc tham khảo thêm. Mặc dù đã hết 
sức cố gắng, song lời giải các bài toán trong quyển sách này có khi chưa 
phải là phương án giải hay nhất và cũng có thể còn thiếu sót. Tuy vậy, tác 
giả hi vọng rằng quyển sách này sẽ giúp ích cho các bạn trong quá trình học 
tập và giảng dạy, đặc biệt là quá trình tự học. 

Rất mong nhận được sự góp ý chân thành của các em học sinh và các 
thầy cô giáo, tác giả xin chân thành cảm ơn. 
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hương 1. bác phép toán về căn thức 


Một số kiến thức cơ bản 

1.Hằng đẳng thức dáng nhớ 
(a4+b) =a?+9ab+ b2; (a—b)? =a?~—9ab+bẺ; (a+b)(aT— b)=a? — b2 
(+ b)) =a? +3a?b + 3abÊ + b; (a-b)"=a"—3a?b+3ab2 =bŸ; 
A”+b! =(+b)@?=ab+b?); a?—b2=(a —b)(a? +ab+ b“) 
(a+b+ec)” =a? + b +e? + 9ab + 9ac + 9be 

2. Một số 0 phép biến đổi căn thức bậc hai 


a. vA? =|Al; b. VAB =  A.VB(A >0;B>0); 
L-Y hi d. VA?B =|A|VB(B>0); 


: 1 n . 
=lŠ~p mử2Ba 0;B>0); ”rVP - —- 
1 nào 


; h. (VA -VB)(A +VAB +B)=A -B, 
SP -VY : SH (VA -VB)(A +⁄AB +B) 
Ni Tx. N, 


Các dạng bài tập cơ bản 
Dựng 1: Tính giá trị biểu thức 
Dựng 2: Rút gọn biểu thức 
Dựng 3: Chứng mình đăng thức 
Dựng 4: Các bài toán tổng hợp 


Các vi dụ minh họa 
| Dựng 1: Tính giá trị biểu thức ` F1 

Ví dụ I: Tính giá trị của các biêu thức: 
1 1 1 1 


“WR+VE VB+VT VI+VO - Võ V99 


B=)5 +335 + 3335 +... + 3333...35 
CN 


Giải 
1 1 1 1 
1. A= +...+ 
x3 +5 ~.... ⁄7 +vJ9 497 + J99 
=gWB^ Vã + Vĩ ~ jõ + ý8 ~ vĩ + 89~ S7)=2(89 - v3) 


2. B=35+335 + 3335 +...+ 3333...35 
99sô 3 
=338+2+333+2+3333+2+...+338...33+ 2 
=2.99 + (33 + 333 + 3333 +...+ 338...33) 


=198 ta 99 + 999 + 9999 +... + 999...99) 


=198+ 2407 ~1+10” 1+ 10" ~1+...+ 10” =1) 
101 _ 12 

8⁄8 —=* lướ. 
27 


Ví dụ 2: Cho (x +Ïx? + 9007)(y + jy? + 2007) = 2007. Tính S=x - y 
Giải 
Ta có: (x+ Vx? +9007)(—x + vÏx? + 2007) = 2007 (a) 
(y+jy? +9007)(-y + jy? +2007)=9007 — (b) 
Nhân theo về của (a) và (b) ta được và ta kết hợp với giả thiết ta được: 
9007(—x + vJx? + 2007)(-y + jy? + 9007) = 2007? 
= (x+Vx? + 2007)(-y + \jy? + 2007) = 2007 suy ra 
xy —x\|y° + 9007 ~ yxÏx? + 9007 + vj(x” + 2007)(y? + 2007) = 3)07 (c) 
Giả thiết 
xy + x\Jy? + 2007 + y\Ïx? + 9007 + \(x? + 2007)(y? + 2007) = 9007 (d) 
Cộng theo về (c) và (đ) ta được: 


xy + \J(x” + 2007)(y? + 2007) = 2007 
- \œ° +9007)(y? + 2007) = 2007 - xy 


=> xỶy? +2007(x? + y?)+ 9007? = 9007? —9.2007xy + x°y” 
= x'+y°=-9xy = (x+y)"=0 = § =0 = 8=0 
1 1 


Widus: CNo x/gacEf6sudn Cr Cu 2 e—=— 
X ÿ 5 Xi#y+%+4 


Hãy tính giá trị của biểu thức: M.= : +(x® —y*)(y? +z8)(219 ~ x9) 
Giải 
sa 0S 4 x._n" 
Từ: -+—+—= — neo = 
X Yy 7 X+Y+7 X ÿ Z X+Y?Z 


` _= j0 


Vy Z(X+Yy+#2 


X+V X+Yy+Z-Z2 
HS =.= 

xV z(x+y+2) 

..3 Ñ.„ 

„ý 


— 


Na E nnn =>(x+y)(y +z)(z+x)=0. 


Ta có: x”—y” =(x+y)(x—y)(x” +y”)(x! + v1) 
y°?+z”=(y+z)(y°—y'2+ "z2 —...+z8) 


z'="" =(2+x)(2` =z2x+ 22x” —zX? + x9)(25 — xẾ) 


Vậy M=E + + yÌQ +z)0+x) A =Š: 


Ví dụ 4: Cho a” + 3ab” = 9006; b°+3a”b=9005. Tính P=a?~—b? 
Giải 
Ta có: (a? + 3ab?)? =a” + 6a!b° + 9a?b† = 92006? 
(b' + 3a?b)? = bẼ + 6a”b† + 9ab? = 2008? 
=(a” + đab?)” ~ (bŸ + 3a”b)? = a? ~ 3a'b + 3abf — bẼ = 2006? - 2008? 
Hay (a? —b*)? =4011.Vậy P=a?~—b? = Ÿ4011. 
Ví dụ $: Cho a; b: c là các số thực khác 0 và (a+b +9(+ ÿ + .) =1 


Tính giá trị của biểu thức: P = (a??91 ~ b2001)(g2005 „ „2005/2006 _ „ 2006) 


Giải 
R xé Tz1n. 1 1 J1] 1 1 
Từ giả thiết :—+—+—= —+—l+|—-——|=0 
=.—.. "w nan inE mm 
KN Si. Cho =0 =›(a + b)[c(a + b+e)+ ab]=0 


ab c(a+b+c) 
=®(a+b)(ae + ab + be+e?)=0 =(a +b)(b+ e)(a +e)=0 
P = ta” SG. b0 )\ ung đ c95)(c2406 lo Hy 


=(a+b)(b+e)(a +e).M=0 


Ví dụ 6: Cho ba số a, b, c khác 0 thỏa mãn: ¬—. 
a e 
R ac bc ac 
GHI 07-6” 
Giải 
Đặt se Ôyy<cas=by exy+a=ttibd GeÊ x2 =0) 
b e 8a b £ 


-(y° +3y?z+3y?z? +z2)+ vì +zi ° ~ 8xyz =—3V2Z(y + z+ x)= ~3yz.0=0 


Từ xŸ + yŸ +z`—3xyz =0 © x" + y) + z' =3xyz 


Do đó PS ¡cv Hệ =abk| TC. ty vay ]= abe co =8 
bể g— PB 6G abe 
Nếu An, thì CO Mà 
#8  É "8ˆ lí 


Ví dụ 7: Tính giá trị của biểu thức: 
A =va? + 4ab? + 4b — va? —12ab? +9b“ với a= V9; b=1. 
Giải 
A =(a +2b°)? — j[(2a —3b°)? =|a+ 2b?|-|ba - ab”| 
Với a= v2; b=1 thì A =|d2 +3|~|bV2 -3|= V2 +2+2V2~—3= a2 ~1 


Ví dụ 8: Tính giá trị của biểu thức: B - 2V3 + Võ V13 + V48 


v6 -xJ2 
Giải 
".¬¬n ` mm. mm Xa 
v6 - J2 
_ sj3+ jQÍ8 - ĐỀ _Q3+07 _2g, 
v6 -2 2 
Ví dụ 9: Không sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị biểu thức sau: 
49 + V3 + J4 
4+⁄2+3+J6+x8 ` 
Giải 


Trước hết ta biến đổi mẫu số của về trái: 
4+⁄2+3+v6+v8=2+2 +3 +3 + v6 + V8 

= |2+3 +4 + 4 + J6 + V8= (2 + v3 + V4) + Q4 + v6 + VR) 
=Q2 +3 + V4)+ (2.9 + J2.3 + J2.4) 

= 2+3 +44) + V22 + V3 + J4)= (V2 + 3 + V4) + v2) 


V3 + v3 + J4 49 + V3 + J4 1 
°44V5+Vã+Vễ+ J8 (2+3+4)0+V2) 1+2 
Ví dụ 10: Không sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị biểu thức sau 


A80 A=a+-ho+2Js +xJa-ho+2/5. 


Do đó ta có 


Giải 
Ta có: A?= lú t\10+3: 2/5 +1 = dân, do 2/6 ] 


=4 +10+95 :2[(4 + (10+3/5)(4— J10+2/5)+4— {10+ 2/5 
=R+//16~10~3JB =8+96~25 =8 + 24j(VB —1 
=6+8/5 =(|5 +1)? = A =5 +1. 
Ví dụ 17: Cho (x+ýx” +3)(y + jy? +3) =3. 
Tính giá trị biêu thức E =x + y 
Giải 
Ta có: (x+\x° +3)(y+ y?+3)=3. 
Nhân hai về của đăng thức với Qx?+3~ x), ta có: 
(+ Ý&? +3)(Ý%? +3 —x)(y + y? +3)=3(Vx? + 3 — x) 
©&3(y+dyˆ+3 3)=3(Vx? +3 - Khi san Ean- dang 
Mặt khác: (x+v? +3)(y+ y?+3)=3. 
Nhân hai về của đăng thức với QÚy?+3 —y). ta có: 
(+ vx? +8)(Jy? + 3 ~ y)(y + y? +3) =8((y? +3—y) 
© 8(x+ Vx? +3) = 3( y?+3—y)©œx+y=Jy°+3-—x? +3. 


Từ đó suy ra E=x+y =0. : Ễ 
Ví dụ I2: Không sử dụng máy tính câm tay, tính giá trị biểu thức sau 


A- 2+3 +j2— v3 _ j2+ j3 -vJ2— V3 
_—®h an ni 


Giải 
tac Ša  - Ki _lÐ- Si - để d „ Ị 
ph, 1E 23) “ng X8-i „ 
Nhớ "sẻ." . J2 7 


A- 2+3 +ý2- v3 3 2+ 3 —j2- vã v3 
“ri 2-3 2+3 +v2-vã 
⁄8+1 „8-1 V3+1 3-1 


__3 — v2 v2 v2 
8+1 3-1 V3+1 3-1 


ABỠ_ J2 v3 j2 


_€@8+1)+(@3-1 (8+1 -@3-U _2V3_ 2 - li 
“W8+1-Q3-1 Q8+1+Q3-1) 2 23 7 v3 vã, 
Ngoài ra bạn đọc có thể sử dụng phương pháp trục căn = ở mẫu số, 
sau đó quy đồng mẫu số ta cũng có kết quả như trên . 
Ví dụ I3: Không sử dụng máy tính cằm tay, tính giá trị biểu thức sau: 


A=Ä20 +142 + Ÿ20—14/2 
Giải 
Ta có A3 =({90+14/2 + Ÿ20— 142)? 


=90 +149 +3AŸ/20 - 14/9 {20 + 14/2 +20—14./2 =40+6A 


© A”~6A -40=0 
© A?~4A?+4A? —16A +10A -40=0 
«© A?(A-4)+4A(A —-4)+10(A -4)=0 
©(A-4)(A?+4A +10)=0 
Do A? +4A +10 =(A +9)? +6 >0, nên A =4. 
Ví dụ 14: Không sử dụng máy tính cằm tay, tính giá trị biểu thức sau: 


A =1|ý5 —1j3 — J39-12/5 
Giải 
Ta có: A=\5-4 ~xJ99—12/5 
=\J5 —|3~ (G5 -3? = v5 - |3~|3/5 ~3| „ do 2J5>3 
=\|WB~vja-3B +3 =JW5~V5~ø/5 +1 =|Võ —jQV5 - 1ỷ 


=5 -(V5—1) =1 (do Võ >1). Vậy A =1. 


Ví dụ 15: Không sử dụng máy tính cằm tay, tính giá trị biểu thức sau: 


20 
3+v5+xJ2+245 


Giải 


Về 20 
3+5 +J2+25 
Quy đồng mẫu số ta có: 


-” -sướai 90 © A(3 + V5)-20 =-AJ3+ 2/5 . 
4 


Bình phương hai về ta có 


(3¬ vñ)A? —10(3 + V5)A + 100 =0 ©s A?—10A +75—95./5 =0 


<»ÁAÁ, =58+Bdv5 ~ø, Ñ; =B5dvõ -9...Tàoö:3+ Jeal5-+ 9/5 5-4 
Ề 20 
nên A = 


"ER + TH Tế >> ng 
Ví dự 16: Không sử dụng máy tính câm tay, tính giá trị biêu thức sau 
_ v18 ~— 10/2 + 13+ 4/10 — V11 + 9/10 
2/3 +22 + J9—44/2 +J12 8/2 
Giải 
te A- MIõ=10/3 +13 + 4/10 — VH + 2/10 
23+ 9/9 + \J9—4./2 + J12+8V2 
_ J15~2/50 +13+3//40 - V11+ 9/10 
: v12+8V2 +.J9~2/8 + 12+ 4/8 
_ J10~2/50 +6 + J8 + 2/40 +õ - 10 + 9/10 +1 
' 28 + 4/8 +4 +J8~3Ý8 +1 
_ JQ]90 - v5)? + (V8 + V5)? - Q10 + 1 
2/(cV8 +2)? + j©V8 -1)? 
_ M10 -ýõ + V8 +Võ-V10-1_ 3/2-1 _9-4V2 


9(ý8 +2) +8 —1 “3@/2+) 21 
Ví dụ 17: Tính giá trị biểu thức P, với x= 9/2. 


Ea) TS ~9.(2x+Vx? +1) 
P= x+] x-—l 
+1)” -j(x—1 
Giải 


Ta có th L5 2+ ((x = 1)(x + 1) „ Jf+Đœ-Ð 1) 
` — (x+1UẺ — (œx-1? 


-Vế 1| 


„ từ đó suy ra 
x+1 MT '> ah : 


li x+1 2x 2x—2x?T—1 
—+.'—-ÊS= =Ủz Í———————— 
x+1 x-—]1 2 


x”—1 Vx”-—1 
x†1-2Vxˆ-l+x-1 _Vx+lI-vx-l 
Vx”-1 


11 


Sl— 


1 


h Ấ(2/2)? —1 


— ~9.(2x+Vx” +1) 
x+l x-l 
\œ&+1)° - j1)? 


l“£" — TƯ] xế : _- 
"#1 
vã —J3—Vl3-4v. 


` x 
(x+1 ~x-1)(2x+ jx? +1) 
Ví dụ18: Không sử dụng máy tính cầm tay, hãy tính giá trị biểu thức 
=la~ vã|~ 


v3 
Giải 
8a A=ï-4 7+43 = j@- 3# - @+ va)? =|b- vã| 2 + v| 
3 =-2x3. 


aA=ï-4d3 ¡+4 
= 7-43 - = (2-3 

Mà 2- 3 >0 và2 + V3 >0 nên A=2-~ V3 —2-~ v3 
b. v8 —J3— j13—4 V5 13-43 = \v5 - 13-43 +1 
ram: \(2⁄3 - 1)? =jM5-(jB-|>/8 —1| 3-|>/3 - 1| 


”100" 


b. Tính giá trị của tổng: 
AT... tha = 
99 
Giải 
2 
_—— +8 +1 (vái a>0). 


=VWã- 3-23 + __ ĐW 1 
Noi<E -|/a-1| _— {3+1=1 
Ví dụ I :a. Rút gọn biểu thức: A = NIEA _ : y với a> 0. 
(a+1) 
Mì 1 


` a(a +1) 
1 _9999 


100 100 ` 


a. Bình phương 2 về = A = 
“100. 


b. Áp dụng câu a 
Ä=ic'._Š => 
a+l 


A80 


L1. x+i 
x°⁄x vx+x+x⁄x 
Giải 
1 Jx+1 x°-xz0 


hư Tỉ m —E0ng0u22 ©x>0 Và xz1. 
X VX+X+XdX x»>0 


ID. VJxtIl - VXAtjx+x) — Vx4+Vx+x) 
x'Jx Jx+x+x/x dx'-jx)QWx+1) vVyGx)—1)Qjx+1) 
x x+vx+l _ 1 S_-_ NI 
_dx=1Jœ+vVx+1Qx+) @x-DQX+1) xe1 


W Huế: KG =— 4 


*TĂw ¿vn 7X 4+4 Tƒ#@— | #P-x tt ?-4 +#-1 


Ví dụ 2 : Rút gọn biểu thức: P= 


b= 


Rút gọn biêu thức, suy ra 0<(Q _ với xz+1. 
Giải 
3 1 
(x?—1)(x?—x+1) _ œ&-1)@?+x+1) 
4 — đ 
_(œ?-U@œ +x+1)\@&?—x+1l) xÌ+x?+l 
32 2 32 


Q<— ‹©————<—®c 16x! +16x? +7>0;Vxz +1. 
9 x'+x +1 9 


Q= 


>0 


Vậy 0<Q<Š với x#+1. 


Yx+2x~1+WQx-2Vx-—1 +9ýJx-1+\jx-2Jx—1 
x+Vv2x-1-Wx-v2x-1 
Giải 


-.ÐETT có BE - V3| {(Vx=1+ ĐỸ + (ýx—1=Ð | 
Vdx+⁄2x-1 8h22 ¬jx—f8X-<L 2x~ \2x + 22x —1 -2x—2/2x—1 
' W5[W-Te|-|/£-7 -J _ v2[Vx=1+1|+|Wx=1~1|| 
_JWBx-l+Ð-(WB-I-D |Wx=1+|EBx-I-I[ 
- Án ng  Gix>2ng Mx-1>1 và \2x~1 >]) 
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Ví dụ 4 : Rút gọn biểu thức sau:P = (x> 


Ví dự 5: Rút gọn biểu thức sau: 


B= Vx+1_ Vx—1 XỶx +9x—4Vx —8 œ>:x® 
x-4 x+4Vx+4j x : : ! 


Giải 
B= Vx+1_ ýJx—1 xVx +2x—4Vx —8 
Xx-4 x+4Vx+4j #x : 


x+1 Mx-1 _— 


Non (ýx +2) Ýx 
- | d% +ÐQƒx +9)~(Vx ~1)(Vx -9) (x=4)QÝx +2) 
[d&?-# |tWx+2) vx 
x+8Vx+2~(x~3ýx +9) _ 6x “ẽ 
dx Wx ` 
(a-b)° 
+89ava + bVb : ` 
Ví dụ 6: Rút gọn biểu thức sau: B = Gửa + vb)” Tu va) 
Giải 
N (a—b)? (ýa”-Vb°# 
Lông” +® - 26slsoii RTvP ~8 v)y +9ava +bVb 


"8 
Nha. +8ava + bVb = (va - Vb)Š +9ava +bVb 


=ava - đavb + 8bvVa —bVb +9ava + bựb =3ava —3avb +3b/a 


(a-b)' 
„ G+ - 2®... imegtdiaunl 8QÍab — b) 
ava +bvb —gSb 


3avVa-3aVb+3bVa  3vVb(Va-vh) 
“Qã+8(a-vab+b) ` QWa~Vb)Qýa + vb) 
' 3ava — 3avb + 8bva + 3Vb(a - Vab +b) _ 3ava +3bvb - 
Đ (va + vb)(a - vab + b) xĩ“ a +bvb - 
| Dạng 3: Chứng mình đẳng thức 


oi 


Ví dụ 1: Cho các số a, b, c, x, y, z thỏa mãn: x = by +CZ, y =aX +CZ, 


z=ax+ by, x+y+z#0. Chứng minh : : + : =2 
số l+a 1+b l+c 


Giải 
Công về với về các đăng thức ta được: x+ y +2 = 2(ax + by + ez) 
Do x+y+z#0 nên ax + by+e220 
Công hai về của các đăng thức lần lượt cho ax, by, cz ta được: 
(a+ 1)x=ax + by+e2 (b+1)y =ax + by + c2; (c+ 1)2=ax + by + c2 
sẽ. 6c 
l+a 1+b l+c 
z X : y : Z =.... 
ax+by+cz ax+by+cz axt+by+cz ax+by+cz 
Ví dụ 2: Chứng minh rằng: {183 +33125 + NT) - 33195 =7. 
Giải 

u = Ÿ182 + v38125 + 182 - V33125 

u' 182 + /33195 + 189 V33195 + 3Ÿ189 + J33125.ŸÏ182 - /33125.u 

Suy ra u +3u—164=0 e> (u~7)(u? +7u +52) =0. Vì biệt thức A <0 


nên ta có u=7. 


Ví dụ 3: Chứng minh: (#2 -xx|[$=#)-¡ (với x>0 và 
x~- x+ 


xz3). 
Giải 
+ Với giả thiết đã cho: x>0 và x#3, ta có: 


xVx +33 (Jx) +3)” 
c9 ng SE CÔ c0 (S —aÐ— 
3x+3 Bơi (Vx}? -vxv3 +(43)?  SEG-G! 


vxi Mx+v3 1 
3-x  (3-vx)(Q3+vx) V3-vx 


% X x+3/3 dx+3 1 _ 
rưy RE = _KIb=s“ N (ý3- ko: -Nu 
me... 7a 


Chứng tỏ rằng————— =p+q+C +. +1 
c W2 K2 p 
Giải 
1 1 p 
Chúng ta cần chứng minh ——=Š=p#q+ ##‡q, 
p-¬qg q qP 


Ạ l2 Œ 15 


Hay: t=(p=a)[pxa+Be82 241) Œ) 
q bP.q 


H 2 
Về phải của (*): Bˆ+pg+C-+g+t +p=gp~g”~B—T—-~g 


Do: pŸ =2; qŠ =2; P =2~q*. P~ =1” nên (* ) đúng . 
q.ồ.óq q.Pp 


Chú ý: Có thể trục căn thức ở mẫu số của 


để chứng minh đăng 


+ 2 
thức trên . 
4 Ũ › 3+ _ 2+3 _ s1 
Ví dụ 5 : Chứng minh răng: —“————— 
⁄2+\2+v3 Ta -V2- 
- Giải : 
Chúng ta đưa bài toán cân chứng minh về bài toán sau 
2+ va 2- v3 =5 
"na 
2+3 "=...... 3—Wa 


#“WWB:jaiV) V2Q5-b.V) 
Ta có \4+23 =\J(V3 +1)? = V8 +1;j4—23 =j(V3 — 1? = V3 —1. 
N4 ` 2+3 Ẻ 2+3 
(Do V3 >1). Từ đó ta có: Ta... ĐT 
2+3 2+3 (2+v3)3-v3) (3+3) 


_—= 3+3 (3+v3)(3-3) 6 


#- b5 3-J4-9/3 2-⁄8+1 3-3 
(2- v3)(3+ v3) _ (8-3) 
“tay V)G-VÐ : . Từ đó suy ra: 

2+3 2-3 _(8+⁄3) (3-3) 


=1. 
V5dV5+j2+V3) V2(/5-V2-V3 9 6 
Dạng 4: Các bài toán tổng hợp 
, 2Wx-9 2Jx+1 vx+3 
Ví dụ 1: Cho biêu thức M=——————— 
í dụ o biêu thức ¬_— . ¬N "nã là — 


a. Tìm điều kiện của x để M có nghĩa và rút gọn M. 
b, Tìm x đẻ M = $. c. Tìm xeZ để MeZ. 
ke) 


- Giải 

.__3jx~9 V2Jx+l, Vx +3 

x-ðx+6 vx-3 9-x 

Diều kiện x >0;x z 4;x z9 

Ätggn RÉc 2x ~9-(Vx +3)(Vx -3)+ (92Vx +1)(Vx —9) 
(vx -9)(Vx -3) 

Biển đổi ta có kết quả: M=_—-X=XX=3 — _ QX+1(QWx~2) _ Vx+1 
(Jx-9)(x-3) (VWx-3)Qx-3) x-3 


M 


=5 
=› ý +1=5(Vx —3) © Ýx +1=5Ýx 15 
€>:6=4Ý © VY =T =4 x=16, 
Vx+1 *x-3+4 4 
cM= =——=l+† 
Wx-Š dx-3 vx~3 
Do Me Z nên vx -3 là ước của 4= Vx ~3nhận các giá trị: -4;~9;—1;1;;4 
=> š€{1;4;16;25;49} do x # 4 = x e [1;16;25;49} 
ä da+vdb va+vb ==. 
Ví dụ 2 Cho biêu thức D= + :|1+—— 
” n 1+ vab 1-ab 


a. Tim điều kiện xác định của D và rút gọn D. 
D22 ý ⁄ 2 
b. Tính giá trị của D với a = 
mạ ĐI 


c. Tm giá trị lớn nhất của D. 


Giải 
a>0 
a. Điều kiện xác định của D là: 4b >0 
abzl 
- hở gọn TG=nih=ai 2ýa 
1-ab 1-ab a+l 


bua= 3 =Í =(V3 +1)? = va =V3 +1 
ĐẠI HỌC QUOC GIA HA NỌI 
TRUNG TÂM-THÔNG TIN THƯ VIỆN 


L€ /â2£§Ô 


c. Áp dụng bất đẳng thức Cô sỉ ta có:9a <a+1 => D<1. 
Vậy giá trị lớn nhất của D là 1. 

Ví dụ 3 : Cho biểu thức: 

Bè X N M z XV 
(x+Jy)4-jy) €x+y)Qx+1) Qx+19)d-jy) 
a. Tìm điều kiện của x và y để P xác định. Rút gọn P. 
b. Tìm x, y nguyên thỏa mãn phương trình P = 2. 
Giải 

a. Điều kiện để P xác định là: x >0;y >0;y #1;x + y #0. 

x{ + Vx)~ y(- y)—xy(x + jÿy) 
(ýx+y)q+vx)q- jy) 
_(x~y)+œýx + yjy)~xyQJx + jy) 

(Ýx + Jy)q+ Ýx)q-\y) 
_ + jy)Q - y +x~ Jxy + y—xy) 
(ýx + Jy)q+x)Œ- ýy) 
_ Xxdx +1)~ JyQ +1)+ yd + x)Œ= x) 
(+x)1- ýy) 
_#x-ýy+y-wx _ Jxq-jy)q+Jy)=JyŒ~Y) _ Vy + fxy- Vy. 
qa-W) q-y) 
Vậy P=x + jxy —y 

b. P=2© vx + jxy - jy =2 

“- œx(1+Jy)-Qy+1)=1«<(x-1(1+\ÿ)=1 
Ta có: 1+y>1=Vx~1<1e»>0<x<4=x=0;1;2;3;4. 
Thay vào ta có các cặp giá trị (4; 0) và (2: 2) thỏa mãn. 


Ví dụ 4 : Cho biểu thức: A = Ề _ VAb ca, 
a a 


1. Tìm điều kiện đối với a, b để biểu thức A được xác định. 
2. Rút gọn biêu thức A. 


Rút gọn: P= 


Giải 

1. Điều kiện: ab>0; a#0. 

2. Từ điều kiện trên, ta có hai trường hợp: 
+ b>0,:a >0 hoặc + b<0, a<0 


ạ 8 


T83 lê 


* Nếu b>0, a >0 thì: 


HP ' lộ va-wb -va.Va _ kẺ 5 ° _ ` Ệ “bài 
a va.va a 


* Nếu b<0, a<0 thì: 


n =È- ý-a.V—b ~ Ýa.V=a ST v-b -v-a 


a a.v-a a ` =xfEn) 
'Ê⁄E-E¬E¬ 
Va =a ~a _ a 
Ũ 2 
Vĩ dự 5: Cho biểu thức: A "| 3+ Jx = Jx~3 tê +xvx - vx TI 
Xx+ vx +l Xxvx-—l Wx 

a. Tìm điều kiện đối với biến x để biểu thức A được xác định. 

b. Rit gọn biểu thức A. 


Giải 
a. Điều kiện để A được xác định là: 
x>0U, X+Vx+1#z0, xVx~—1#0, x#0O<>x>0 và x#1. 
8-dx  dx-3 3+dx ⁄x-3 
#tjx+l xử 1 "me (eWwaadeD 
_@+ýx)Qx=1=(x~8)_ x+ýx _ VxQVx+1) 
%X+x+l(ÍX-Ù  xưx-l xưx-l. 


X ?- gýx = Vx =1 _ xýX(VX+1)=(ÝX +1) _ Qx +1) —1) 


ýx Ýx Jx 
Suy 4 A= bạn HH... 


1 1 2 1 1 
IS J]-rự' xy 

c< XX" +yx + xửy + jy" 

a. Tìm điều kiện để A = B:C xác định. 

b. Rư gọn A ề 

c. Clo xy = 6. Xác định x, y để A có giá trị nhỏ nhất. 

Giải 

a. Điều kiện để biểu thức A xác định là điều kiện các biểu thức B, C cùng 
Ạ uốn» A xác định khi và chỉ khi x > 0; y > 0. 


19 


Ví dụ 6 . Cho biểu thức: B = 


X bé 
_2jy,1,1_xt3jay+y _Qx+ýy} 
Xxy x*x Y xy xy 
c- XE) +yX + xÍy vy” _x ch nh 
jx°y +vjxy? xy ty 
_ Mx(x+y)+ y(X+y) _ + ND, 
vgy(x+y) vxy(x+ y) dxy 
VavA= W*+*, dx+jy _- Qx+jy° dày _Vx+ýy 
ạy — . = 
xy NI xy Mx+jWy - vhy 
c. Vìixy=l6 =jxy=4=x\y =4. 
Hai số dương vx, Vy có tích ýxy = 4 không đổi nên tổng vx +ÿy 


có giá trị nhỏ nhất khi /x = jy = `... 1, 
4jx 8x \ *ã-[ ð Ì 


Ví dụ 7 : Cho biểu thức: P = 


Sau  x| Íx-Sj£ 
a. Rút gọn P b. Tìm giá trị x để P = - 1. 
c. Tìm m để với mọi x > 9 ta có m(VÝx -3)P >x+1. 
Giải 


a. Điều kiện đẻ P có nghĩa: x >0,x # 4,x# 1. 
, 4x 8x \Í Vx-1 2 

.. ẫ- NI + -#] 
|2tVx (@-výx)\@+vx)|'[(x-2Jx vx 

_[4Vx@-⁄x), 8x lễ Jx-1 2QWx- =. 

"Ï .... 22x (@-Jx\(@+Vx)||QX-2jxK  vx 

[_ 8Wx+4x H###: 

|@-x)@+x)||_ tx-2)⁄x 

_[_ Wx+9)4Wx _—. 4x 
1ø3#essil 3-dx | x-3 
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II 


(xz9) 


b. Tìm giá trị x để P = - 1. 


4 
PS ——-l da - (c4 4x-=5=0 
Mx-3 


cờ 4x + 4Í =8 =3=0 cs QÚ + 1J(đÝx =8) = 0 es x = TC (Do x> 0), 


e. Tìm m để với mọi x > 9 ta có m(Vx -3)P >x+1. 
4x 


ýJx-3 


€› m.4x >x+1 < x(4m -]1) >1. Vì x> 9 >0 nên 4m~1>0=m>2 


Ta có m(Vx —3)P > x + 1 cz m(Vx —3) >x+1 


Suy ra x> `. 9 <4 tà3-5.., 
4m-] 4m -1 18 


* 


Vậy giá trị m để với mọi x > 9 ta có m(Vx -3)P >x + 1là và. 


.....ˆ......ẽ.: 
Ví dụ 8 : Cho biêu thức: P w +):| rải 


a. Chứng minh rằng P > 0 với Vx>0;x#1 


6 Siế suy 2o2U ;Á 2 
b. Tính giá trị của P biết x NY%:6 
c. Tìm giá trị x thỏa mãn: P⁄x =6Vx-3-wx~4. 
Giải 
a. Điều kiện để P có nghĩa: x >0,x#1. Ta có: 


p~Í*-1\.| #1, 1x |_Íxz1\,x-1+1-vx 
()| W 'ưn| [ Tượng 
-£)-):9§P;0,vi Vx>0;x#1. 


vo ve cÌK 2 
b. Tính giá trị của P biêt x = ; 
gijH 2+3 
Taeáx-—2„— 22-8) 43/8 ~(J§-1)9=-E=jễ~1. 


2+3 (2+v3)2-V3) 
cò QX+U” Q3-l+ll' 3 đ\V/8+DÐ 
Do đó P= = í — TU 
—. dJx Xâ=i sữ=Ì 2 


c. Tìm giá trị x thỏa mãn: Px =6/x~3~ýx~4.. 


bP” 

gu 

Ầ 2 
-wt 


P⁄x =6ýx—3- ý =1©©TẺ Wy =sýy =8 Vx=4 


©x+92ýx+1—6x+3+Vx-4 =0€©x-4Vx+4+vx-4=0 
©(vVx-9)?+wx-4=0.Vi cực. Sử so V= ~4>0, với mọi x>4, tần 
(x3)? =0 


ta có phương trình có nghiệm khi và chỉ khi «“=x=4. 


wdx-4=0 


Ví dụ 9 : So sánh các số sau: 
A=9/1+23 +25 +...+2 19 và B=2V2 +24 +26 +...+ 2/18 + /2 
Lan 
Ta có V3 -2 = =4 - 3 =243 > J4 + j2. tưa 
TT. J5” P-PE - đã : 


tự 2V5 > V6 + V4; 2/7 > J8 + 4...; 2/19 > V20 + V18 .Cộng từngvề 
các bất đẳng thức cùng chiều trên ta có: 
23 + 95 +...+ 219 > 2/4 + 2/6 +... + 2/18 + V20 
= A-9/I >B~ V9 œ A~B >1 - V2 >0= A >B. Vậy A > B. 
Ví dụ 10 : Cho biêu thức: 
P= ( 1 E): 2x+ x =1 „2xx +x- jx 
OP VK 1—x 1+x.Jx 
a. Rút gọn biểu thức P. 
b. Tính giá trị của P biết x = 7- 4/3. 
c. Tìm giá trị lớn nhất của a đê P >a. 
Ệ Giải 
Điêu kiện P có nghĩa là: Vx >0;x #1 
a. Rút gọn biểu thức P. 
P-{ 1 -œ]: 2x+x~—1 „ 2XÝx +x~x 
1-ýx vxj| 1x 1+xx 
nh 2/x—1 l2 UD, Vx@Wx- _ 


a-JENx||-ws+ ý) +#z)G-dx+x) 
-| 2/x~1 lÍ$“ Ụ Ti 
(-x)⁄x | | a-x) W3) 


_ (@Nx-1)_ 1) len 1-Jx+x+lx- | 
_q-jgx` -ýx)-x +x) 

__@jx~1) ~⁄x)Œ-x +x) _1~x+x 
xo (2ýx -1) dx ˆ 


b._ Tính giá trị của P biết x=7— 4/3. 


Ta có x=7~4/3 =(2~ v3)? = jx =2- v3 , do đó 
p.1-dx+x_1-(2-/8)+7-4V3 6-38 _„ 
Jx„ 2~⁄3 PRẽmx 


c. Tìm giá trị lớn nhất của a để P >a. 


Le ) = | : 
=.... T x~1=l=P>l1. Đăng thức xảy 
X X X 


ra khi và chỉ khi + = ý e>x =1, không thỏa mãn. Vậy P > 1. Do đó 
b4 


giá trị lớn nhất của a đề P > a là a = l. 
8Ýx-x-31 Vx+õ 3x1 
x—8Jx +15 x-3 5-jxˆ 


Ví dụ II : Cho biểu thức: P = 


a, Rút gọn biểu thức P. 

b, Tính giá trị của x để P <1. 

c, Tìm giá trị nguyên của x đề P có giá trị nguyên . 

Giải 
a. Rút gọn biểu thức P: Điều kiện P có nghĩa x # 9;x # 25;x >0. 
.ò 8jx-x-31 vw+5 3ýx-1 

TU AƯEHEPB ‹RoK Nà 

_ 8jx-x-3l _jx+õ 3/x-1 

_(x-8)QVx-5) vx-3 x-5 

_ BÝx =x~81-(Vx +5)(QJx =5) + (8ýx -1)(Q/x ~3) 

° CÝx —3)(Ýx ~5) 

_BVx-x-31-x+95+3x-10jx+3 _ x-Øx-3 

' (Ýx~—3)(Ýx —5) _ Äx-8)Qx-ð) 

_(Jx+1)(x-3)_(Vx+1) 

_x-8)QWx-5) (Ỷx-5)` 
b. Tính giá trị của x đề P < 1. Điều kiện P có nghĩa x # 9;x # 25; x >0. 
-Ý 6 
x5 Jx 5 
xz9 
0<x<95` 


c. Tìm Trn của x để P có giá trị nguyên. 
Z 


A8 5 


P= 


<0«e>x-5<0e>x<95. Kết hợp với điều 


kiện ta có p‹le| 


—x+l1 sửa 6 

nh. d6<P 
P có giá trị nguyên khi và chỉ khi x —5 là ước của 6 hay 
x ~5=+1;‡+9;+3;+6 = x = {4;16;36;49;64;121} 


(x#9;x#25;x >0). 


Bài tập vận dụng 
1. Cho (x+x? +5)(y + jy* +5) =5 .Tính giá trị biểu thức E =x+ y 


1 1 a?”—9a 

2.CHỏ À=——————+————: B=Á+———: 
21+VvVa+9) 9(1-a+9) TaaP 

a. Tìm a để A, B có nghĩa b. Rút gọn A, B 


c. Tìm giá trị nhỏ nhất của B.. 
3. Tính giá trị của biểu thức: l 
A =va? + 4ab? +4b* —\4a? -19ab? +9bf với a=V2; b=1. 
5 š 3/3 dx+v3 
4. Chứng minh: cv, Sứ 
: l5 3-x 


5. Rút gọn biểu thức: P= 


| (với x>0 và xz3). 


Mx+l 
X =a THẾ BÉ 


6. Cho biểu thức: M= 


\x + — \x _ T= , 

a. Tìm điều kiện đối với x đẻ biểu thức M xác định. 

b. Rút gọn biểu thức M. 

c. Tìm những giá trị x nguyên (x > 2) để M có giá trị nguyên. 


7. Giải phương trình: \Jx+2+32x-5 +vx-2-2x—5 =92 


8. Tìm giá trị nhỏ nhất của biêu thức: P = \1+4x+ 4x? +xl4x? 19x +9 


š 2 
9. Xét biểu thức: A=-8 ta _ 2a +va 
a 


+Ì 


—=Va+l = va 
a. RútgọnA. b. Biếta>l, hãy so sánh A với |A|- 
c. TìmađễA =2. d. Tìm giá trị nhỏ nhất của A. 


10. Chứng minh rằng các biểu thức sau không phụ thuộc vào các biến: 


a. KH ==.".. 
2jxy Jy Jx MỸ 
re; cản 5-PRrÁI CC Mtxly»9a#ế 


11. Rú. gọn rồi tính giá trị của từng biểu thức sau: 


¬. v3 : 3 .a=v8 


= : „ VỚI a= —Ì. 
a=x23 a+v2 9 


b.3=1+ 3m. . _. với MS, 
m-2 mˆ 2 
"` n8 


= = -*†Ÿ với x= l6, y= 25. 
2Jx-92jy 2ýx+9 Vẻ V-X vu ; 
12.Ch bu bức: A =| TT si || - 2Jx ¬] 


( 1—4x \I-4x 2/x-1 
a, hút gọn A b. Tìm các giá trị của x để A > A”, 


c.Tm các giá trị của x để |A| > T 


2ýx-9_ Vx+3 9ýx+1 
13. Xétbiêu thức: A<=_—“  = — X5. 
x-5V⁄x+6 ýJx 2 § 4x 
a. Rút gọn A. b. Tìm các giá trị của x để A <1. 


c. Tìm các giá trị nguyên của x sao cho A cũng là số nguyên. 
14. Chc biểu thức: p-3#+V9x-3_ Vx+1, vx- =- ` ¬] 
x‡Wx-9  Jx+2_ vJx (l-⁄x 


a. Rút gọn P. b. Tìm các giá trị nguyên của x để P nguyên. 
c. Tìm các giá trị của x để P = ýx. 


15. Hãy tính giá trị của biểu thức P = “ biết: 
+a 
x+v1-x? 1—x? (2 
Aa=——:b- ;¡|J——<x<l 
x-vI-x” x 2 


16. Xétbiễu thức: p-[tẺ 2-jx _ 4x Ì vx~3 


5-Jx Đua x=4j Đm-x 
a. Rút gọn P. b. Tìm các giá trị của x để P >0, P<0. 
c.Tìm các giá trị của x sao cho |P| = 


Lì 2 
17. Chc biểu thức: A = (x- xỈ 2-1): (« +5] +aÍx+Š] -3 với x#0. 
x 


2 


a. Rút gọn A. 


KV A có giá trị nhỏ nhất, tìm giá trị đó. 


18. Cho S=xj1+y? +yV1+xỀ. 
Hãy tính giá trị của S biết rằng xy + J(1+x”)(1+y?) =a. 


19. Xét biểu thức: A=[t+-VA |,( 1____ 2a 
a*ÏJ ni Nhi gã 
a. Rút gọn A. b. Tìm các giá trị của a sao cho A >I. 


c. Tính giá trị của A nếu a = 1995 - 2/1994. 


2x-3x~2, p_ ý” + Vx +9x+9 
h-g `)” "Win — 
a. Rút gọn A và B. : b. Tìm x sao cho A = B. 
21. a. Chứng minh giá trị biêu thức B không phụ thuộc vảo a: 
n‹| 2+va ` a+a-va-1 
a+2ja+] a-l va 


b. Chứng minh giá trị biểu thức C không phụ thuộc vào x. y: 


20. Cho các biểu thức: A = 


vớia >0, az1. 


1 x+y \(x+y)! 


[SE mm] SA ® 
— 


vÀ `" va +1 va - 1 "5 
22. Cho biêu thức: ^-l#- "PT «án ||ýa +} 


a. Rút gọn A. b. Tìm giá trị của A nếua = § 


+⁄6. 
c. Tìm giá trị của a để /A > A. 

23. Xét biểu thức ^-| L6. HN d*- nựt MÁC S4 

Ýx-jy y_X Ýx+jy 

a. Rút gọn A. b. Chứng minh A >0. 
c. So sánh A với VA . 

Ajzot AVx-4+ xx= 4/x-4 

8 16 

“ 

Rút gọn rồi tìm các giá trị nguyên của x để A có giá trị nguyên. 


2 2 
25. Cho M=,lÈE# _sựy „ Í$EE +9a 
X X 


a. Rút gọn M. b. Tìm các sứ trị của x và a để M< M”. 


24. Cho biểu thức: A = 
1 


6; Tìm cá giá trị của x và a để |M| < T 


26. lút gọn các biểu thức: 


— —=—= 8 4 
ù, A=\V5 „ma: b. gu 1= HỆ 
x'+x?+9 


57'0hn ==S-==_ẽ ... 


y†+z+l #2#t+x _E+X+V X+y+⁄Z 


x†+tYy ÿY1†2 ZØt+L t#x 
+ Ẵ + 
Z2+tL L†+†X X+y 2+ÿy 


Tính giá trị của M= 


28.a Cho đã: = tXẺ =1, 
Tính: A=4l§—9£: Lội +⁄9-9x+xÈ. 


b. Cho xy + V( + x”)(L+ y?) =a. Tính §=xJj1+y? +yV1+x?, 


29. lút gọn các biểu thức: 
3 hện nản _4mVm” —n” 
de+d-ve-d ve+d+vce-d F`=ư 
{e+d+ve-d _đe+d- ve-d —=— 
ava + býb 2b 
Ô\ ~vab |:(a—b)+ 
tốt M.TEEIR )) LớG va + 


sỉ 


_ 


'T: '—: Ðll-t-i]*49<a<t 


30. Tính giá trị của biểu thức: 
ĐaV1+x” 1+x” ới l-a 
a.M= =- "= s) 
Ml+x”-x ">2 


-H 27 Lân Ÿ2m” +Ï4m” vi m_ s2 


bày m°—9 
VpXy+xy+6 23  4W5 
Hướng dẫn và đáp số 


1. Ta có: (x+vx? +5)(y + vJy? +5) =5 
©(x+vx? +5)(Jx? +5 - x)(y +vjy? +5)=5(Vx? +5 — x) 


ðU C7 +5) =5(Vx?+5—x)©x+y=vx? +5 5—jy? +5 q) 
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Mặt khác: (x + vx? +5)(y + vJy?+5)=5 
©(x+v*” +5)(Qjy” +5 —y)(y + dy” +5)=5(Jy” +5 — y) 
©5(x+vx?+5)= 5(ýy” +3~ y)©x+y=yŸ +B—x?+B (2). 


Cộng (1) và (2) về theo về ta có: E=x +y =0. 
2. a. Tìm a để A, B có nghĩa: Để A, B có nghĩa thì phải có điều kiện 


a+2>0 a>-9 
~>.- 
.41l-vda+2z0<© s8ax-Le t2 3 
Ÿ a#z#-l 
1+a?z0 az-l 
b. Rút gọn A, B 


_ 1 SA si 1 _1-vda+2_ 1+va+9 
2(1+va +9) “ứ nh ) —9q-(a+9)) luờGg Lai (a+9)) 


1-va+92 1+va+3 a+2 
"m= (a+2)] _ (a +2) | "5= (a +2) | “ăn 
B=A+2 3a _ =1 .a -Ã -1 n a?-9a 


li sài le am nai (a+1)(a? =a +1) 
2 _. 2_ < 
aˆ*+a che 2a _ +1 . 1 (is é-}, 
(a+1)(aˆ-a+l) (a+l)\(a-a+l) (a“-a+l]l) 
c. Tìm giá trị nhỏ nhất của B 
2 4 
đá Be——— „mà ä'=a+1=ã” =a v2 + Š =| 4= 2] +...» 
(a°=a+1)` 4 4 2 4 
1 4 -l —4 
——> 


0 -Aji 3Ô đ-8sU 3ˆ 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a=2. 
Vậy giá trị nhỏ nhất của B là  Ê khi a =2. 

3. A =j(a +2b?)? - j(2a — 3h2)? =|a+2b”|-|>a - 3b?| 
Với a=2; b=1 thì A= |M2+3|- J‡⁄2- 3|=2 \J2+2+2.J2-3= 3/5-1 
4. Với giả thiết đã cho: x>0 và x3, ta có: 

xx +33 (ýx)* +(V3)! 

~9ýx= ~9ýx = V3 -jx 
3x+3 (ýx)? - Jxv3 +(v3)? 
"` Jx+v3 1 
3-x. (ầ-vx)(QW3+x) V3-vx. 


... Í XVx +33 \dx+v3Ì ,m.Ắœc 1 
Vậy: Ko dàng >/:| Ty J W8-9 7 T=1, 
1, \*x#l ca „x JBU =4 #0 


\ : ©x>0 và x#l. 


Em Ẹ Pc nh 
"BỊ =ÓP -DỢEĐPE = Nnng 
1 : Vx+1 = ⁄x( tX +x) 
x?°ŠjJx Jx+x+XVx (jx' -jx)(ÝK +1) 
' ⁄x(+ x3 x) Ữ (1+Vx+x) 
x(dÝx?~1)(Vx +1) @ƒx? -1)Qýx+1) 
: x+1 _ 1 ` 
(ýx~1)&+x+1)Qx+1) (g-1Qx+1) x-1” 
x-1>0 
: : x>]1 
6.a. M có nghĩa khi: x+ff—T>0e5| 
x>2J⁄x-1 
x-2ýx-1>0 


xzủ x1 x>1 
> =4 P © 
S4 2Ÿ - chế= x#2 


Ẵ. £= 


P- 


1 2 
se Nếu Vx—1—1>0,ha Š P80 M==ẽ... >5... 
: Vx-1+l1 vJx-i-1 2-—x 
h 5 1 1 2ýx-1 
e_ Nếu Vx-1-1<0, hay 1<x<29 thì:M=-; = D2. inBieh 
Vx-1+l 1-vx-1 
- khi x>2 
Vậy: M=| “” : 
TA h khi 1<x<23 
x-2 


c. Với x>2 ta có M=—. Muốn M nguyên khi x>9, xe >2 chia 


hết 2-x =2-x=+l; 2-x- 12, 

*9—x=l  «&Ằx=l (loại) 

*#2—x=-l ©x=3 => M=-2 

*“95—x=2 «>x=0 (lơøại) 

*9—x=-2 ©x=4 ©=M=- 

'¿: với x=3; x=4 biểu ST giá trị nguyên. 
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5 h 
7. ® Điêu kiện: x > s: Khi đó. phương trình đã cho tương tương với 3hưữone 


trình: Jj(V2x~5 +3)” + \j(V9x—5 -1)? =4 
©v2x- 5+3+|J3x~5 -1|= 4© 1-42x-5 5 =|V2x~i 5—]| 
*® Do đó: 1-42x-5 >0<>x<3 


* Kết hợp với điều kiện ban đầu ta có: ; s.<s§ 


*® Vậy tập nghiệm của phương trình là mọi x: : <x<3 

8. + Ta có: P= |1+2x|+|3 — 2x| 
*Mà: |I+2x|+|3—2x| >|L+2x+3-2x|=4. Nên P >4 
+ Vậy: P đạt giá trị nhỏ nhất bằng 4 khi (1 + 2x)(3 — 2x)> 0 


= = .á 
2 2 


hS 


2 
- s+1=| Và ~2] _. nên điều kiện để A có nghĩa là a > 0 


_VA[GjA))+1]_ Ja@Vs +0) 


—va +l va 
„36+ 8Á v1 gai 
=Vva+ 


=va(a +1)—(2Va +1)+1=a+ va —9a —1+1 =a— va. 
b. Với a>I thì a>va, do đó A =a— va >0, suy ra |A| = 
c. a-va =23ea-va =2=0 © QÍa +1)QÍa -9)=0 

Vì va +1>0 nên va —2 =0, suy raa= 4. 
1 


T> —1 - Vậy A nhỏ nhất bằng lã khi và chỉ khi 


° 
> 
® 
s1 
lI 
m 

I 

Sàc hp) 

Ị 


10a 1 :: IÌ __ 8 #1 (*) 
` |24+va) 94-va) (-a)Œ+a)|( a 
To a”+l |“ 


2(1-a) (-a)1+a)| a 
Ñ È 


jŸ 


{xay 


30. 


ÄÍ M - D B] — a+l  1+a-a?°-1l a+l1 
I-a (-a)1+a)[ a (-a)(1tra)” 


a 
_a-a” 1 a(l-a) 


]-a a (I-a)a 
b. Mẫu số chung là: 9(/x ~ /y)(Vx + jy). do đó ta có 
4Vxy +(Vx-jy}* 2x Tên 
9(dx—jy)(Vy +jy) dự+ajy, 4 
-_— Qx-dwl2kx _ ta 5 `- 
9x-\y)\Qdx+Jy)” Wx-jy. x-jy ⁄x -Jy 
11:s. 8:=ÌÏ= v9(a + ⁄3) ' V(a - v2) -a=6 
(a-2)(a+ v3) (a-3)(a + V2) |` a?—2 
-[!-3 —_ Hà 


%2 8-9] g2 


a?—=9-ayJ2=9+avV2~9 a?—-9 _ a?~-6 
Kho m. chmccc.. TmUỔ le TÔ le. HIẾT ÿ Chú ý điều kiện 
a°—9 a-v6 a-d6 : : 


az+3,a #6). Với a =~—1 thì A =\6 -1. 


29 2 2 Ỷ 
b Bui  M lEHẾ Quên Pa 
m-2 m m-39 |m| 


Điều kiện: m z0;m z9. Với TA. 


2 
3 3 9 1 
3Š —=2 "8 ca 
Bsla 22.2 ý c4 21-2 
3 3 hị 3 2 2 
=— lở - 
”) Đ 2 2 


c o-c-VX+W_ X-jy ,xiy _GQX+V-QX- Vy, xry 
ˆ 2VJg-jW 2Qx+jy) X-Yy 9QX-VQVK+jy) X-Y 
_ _X+y+2/xy — x- y+2xy „ x+y _ 2y „ x+y 


+” _~ x-Yy  X-y 
_ (x+ýjy) _ \x+ Vụ 
x.y x-jy 
n v16 + V25 4+5 
Với x&16,y=95 thì Cj==——== =-9. 
LSY mà vVI6-j2ã 4-5 
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12. a.Ta có: 


Vx-4x_¡ _Vx~4x-1+4x_ ýx-I 
1-4x 1-4x 1-4x 
l+2x_ 2x _¡ 1+2x 2/x@jx+l)_ 
1-4x 2/x-1 1-4x 1-4x 
_1+2x+4x+2Vx~1+4x _10x+2Vx 


1-4x 1-4x 


Do đó: A=X=1,10x+2Vx__ jx-1 
1-4x” 1-4x 10x+2⁄k 


x>0 k >0 
Chú ý: Điều kiện đê biêu thức A xác định là:41—4xz0 <> 1 
.— 


10+ 9x z0 luhế: 
“-u ŸÝ dt 
b; Tà cứ: ÁA>.AÊ | | =3 
Nóc 4 “[SÉny “ra 
© dx~1)? <(Vx -1)(10x+9x) &(Vx —1)(10x+9/X - Vš + 1)>0 
©œ(Vx—1)(0+Xx+1)>0«>Vx—1>0 
k5 BỆ 3 


0 
: x>0 
© x >1( thỏa mãn điều kiện 1). Vậy: A>A? ©x>1. 

jC 

s 4 
1 Vx-1 
c. Ta có:|A[>— © >ã e4|J ~1|>10x + 2x 
| | 4 10x +2/x | | 


2| 4€x- 1)>10x+ 9x ca|10*~2/x+4<0 5x-Jx+2<0_ (J) 
PP uực.. 1<-(10x+2x) |10x+6/x-4<0_ |5x+3Vx-2<0 (3) 


Giải bất phương trình (1): Đặt Vx =t (t>0,tz ) 

: š 1,4; 39 F 
Ta có: (1)>5t =x08x0e 9e Thu yyng phương trình này 
vô nghiệm. Giải bất phương trình (2): Đặt Vx =t (t>0,tz sh 


Tacó:(2 c> 5t?+3t-2<0 « (5t—-9)Œ+1)<0 


= ĐŠ (+ <B 61-0 k5 © sa 
5 K“W b) 5 B 25 
> 
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: : I* >0 
Kết tợn với điều kiện - 


1. ta CÓ: ñ<.xớ. 
|*z P 25 
Vậy |A|>+ & Ủ« Năn. 
4 35 
13.a. Điều kiện: x>0, xz4,xz9 


__ 8x =9 na 
_x-ljx+6 |Jx-9 3-x 


2 


3/x-9_ _ dƒx+3)(/x-3)~(Vx~3)@vx +1) 


x~Bvx +6 (Ýx =2)(ýx =3) 
_ ®jx~9__(x-9)-(9x+ýx-4vx -3) 
x-BJx+6 x-5Vx+6 


_2x-9+x-8VxX+7_ x-vx-2 _ (x+ýx)-2(Vx+1) 
x-5Jx+6 x-5ýx+6_ (x-9ýx)—-3(Vx—9) 

_(x=89)Qx+U _ Vx+1 

(vx-9)(x-3) vdx-3' 

Mx+l1 Ẳx+1 4 
<l«e© =1<0< 
ýx-3 Ýx-3 Jx~3 

{x-8<0©vx<3e©x<9 
Kết sợp điều kiện ta có: h Hới 
x#z4 
L1. ÁP TS 
⁄x-3 x-3 
4 : 4 4 
. Ta có: aeZe»vx-3=—© x=—-+3<Q(1) 
a a 


Jx-3 


Đặt °+3=P. (2) với | M . Từ (1) và (2) ta có: 
a q (p,q)=1, q>0 


b. A<l«© <0 


c. Tac): A= 


Đặt a = 


dxzG = x=Ÿ;- = xq°=p? = p?iq“©piqm (p;q)=1 
=q=l=P=p= Vx=p= x7. 
q 


Do vậy AeZ cZ c© Jx-3 làước của4 


4 
Jx~3 
© \x-3 nhận các giá trị là +1, +2, +4 


« ,£x nhận các giá trị là 1, 4, 16, 25, 49. 
“4U, 


AF 


M) 


14.a.Điều kiện: x >0 và xz1 
(3x +3vx —3)~ Q/x + D(Ýx—1) x3 _ vx 


P= 
(Ýx =1)(x +9) Ỷx 1-ýx 
_ (9x+3vx-~9)~(Vx—9)(x +3) _ Vx+l 
(Ýx =1)(Vx +3) dx-1 

b.P=1+ TT. Làm tương tự như bài 13, để "hư trước hết phải 


chứng minh Vx eZ.. Sau đó P nhận giá trị nguyên khi (Wx-1) là ước số 
của 2, nghĩa là (Ýx —1) nhận các giá trị ‡ìn #2, 

Giải ra ta được x =4; 9 (thỏa mãn điêu kiện). 
c.P=Jx «@ x-3ýx-1=0. 

Giải ra ta được x=3+ 2/2 (thỏa mãn điều kiện). 


- MU” x? _VI-xẺ x? _ X( + V1- x?)-V1- x?(x ~— V1 x) 


l§. Xét:a-b 
-v1-x? X x(x-V1—x?) 
_X "- x? -#V1—x” +L—*#° 5 1 
x(x-V1—x”) x(x-V1-x”) 


x+V1—x? v1-x” _., xử1~x +1 —xẺ 
x-jl—x? X E x(x—1—x”) 
—x?~xV1—x” +xÍ1—x” +1—xÃ _ 

- `. _= 


rà: a 
k-jCrY PP .š ..»”" 
T5.P& (2+Vvx)?-(2-x)®+4x_ vx-3 
4-x x@-—x) 
_8Vx+4x Jx@2-x) _ 4Wx(x+9)\Ÿx _ 4x 
4-x Ý Jx-3 (\Jx+3)Qx-3) vx-3 


(Chú ý điều kiện x»>0, x#z4,xz9). 


1+ab=1l+ 


b. P>0<> ` >0«©Vx-3>0©Vx>3e©x>»9 
Ýx-3 
0 9 
P.<0«& - <0&Vx-3<0<© li 
Jx~3 xz#4 
4x 4x 
c. |JPị=1 «+ =1 ® =31 
h Jx-3 Jx-3 


17. 


18. 


*Vớ 


+ mi «Ä%  4x-Jx+3=0 (1) 
X—. 


Dễ thấy 4x— x + 3>0 nên (I ) là vô nghiệm. 
s 4a = 5 
“Vớ x --#- H5 «> 4x+vJx-3=0_ (9). Đặt Vx=t>0, tạ có: 


(2)<>4t+t~3=0<+(t+1)(4t—3)=0 4t—3=0 
3 b) b] Š BỂ. duớc 
=trredxk-Te 3= 1S Hiảa mãn điện Kiện x >0, x <4, e8. 
nÌ 
h A+* 2 1 2 ŨD Tạ 2 1 2 2 1 
a. Tecó:(x +—) +2(x+—} -3=(xˆ+—p) +2 +—g)tá-3 
X X & X 


= @'+-ÿ)? +20È+-})+1=(@È+-Ï +DẺ, Do xz0 nên x? +- ` +1>0. 
x x * X 


: : _ : LIN 2/v3 _ 
Vì thể: A=(x—x?-1): |¿«° + T +1? =— CN... TC, b kh, 
X T. x”°+x +1 


X +-c+Ì 
x? 


_ x?(x?—x+1) N *° 


(x”-x+l(@& Ì+x+l)  x°+x+l 
(w#-xet=œ-2#+xŸ>ð), 
2 4 


Vị sed yến Ac-= TS^-——>sð 


3 
t?+t+l (6+1 yŠ 
S”w 


Vậy A nhỏ nhất khi |A| lớn nhất hay (t + vã nhỏ nhất 


k&c Ee=Ewvxest MHdN,&»=S, 
2 3 


a =sy+\/(+x2)(1+ y?) 

a? =x?y?+(1+x?)(1+ y°) + 9xy/(1 + x°)(1 + y") 

=x#ý? +1+x? +y? + x?y? +2xy\j(1+x?)(1+yŸ?) 
= a? ~1=x? + y2 +9x2y? + (1+ x®)(1+ y®) 

bà “[xýt+y2+ya+x9 | 
=x?(1+y°)+y(1+x?) +9xy\[(1+x°)(1+ y°) 
ˆ~x?+y?+92x2y? "... 

;VẺ +va?~ 
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a+l+va. 1 9Va 
a+l |Va-1 (a+UQa-), 
_a+va +1 (a+l)QVa-1)_a+va +1 

a+l — (Ja-l} va —1 


5. ÄxT & “ly kê 


va -1 va —1 
Vìia+2>0 nên (l) va —1>0> va >1 
«> a>1 (thỏa mãn điều kiện) 


19.a. Điều kiện:a>0; a#1. A= 


>0 (I) 


Vậy A >1 vớis 


c. a=199ã—2/1994 =(V1994 —1)?; A- 
1994 - 


20.á.Tacó;A = 2%- 25-2 xác định x>0, x#4 
(Ýx -2)(2\ƒx +1) 
Rõ ràng: A =`Y*—2^“Ý=— =2 Jx +1 
k _.. 
3 € 
Ta có: B—Ý ti t2x +2 xác định Vx >0 
dx+2 
— B-XX+Vx+2x+2_(x+DQx+2)_ MT 
VJx+3 dx+9 


b.Tacó: A=B «s 2/xX+1=x+1e x-2Jx=0 


ti số Vx=0 #=ù 
« Jx(Vx-9)=0 k» 2l. 


) >0 
Kết hợp điều kiện § TG x=0.Vậy A=B<>x=0. 
x# 


21. »n-| 2+va lề va -9 | 
(a+1)? (Va+1)(Va 1) va 
_ @+ va)gja -1~QÝa -3)GÏa +1) (a- 1)(Va +1) 
(Va +1)°(Va -1) va 
_ Đa - 9+a-a =a- đa +9a +2 (a-DQÌa+U _ 3ja _„ 
nh › va =. 


Vậy G trị của biểu thức B không phụ thuộc vào a. 
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1 X+V _V(xty)" 


b.C an l*E "" sJxjy 4xy 
lê ng 
` ] _ xwy (x+y)” 
x+2 xy+y-x-yÏ 3jxjy - 4xy 
_x+y(x+ýy) 
-| x+yQ% + jy) x+y (xty)” 
l 3ýxjy | _2jxjy- 4xy 
.(xty)Œ%+2Vxdy+y)_ 2ýxjy(x+y) _(x+y)? 
4xy 4xy 4xy 
z(xt+Y)Œ%+ 2X +y-2VXy =x=ÿy) —o 
4xy 


Vậy giá trị của biểu thức C không phụ thuộc vào x, y. 
`. (va +1)? ~(Va -1)° +4Va(a -1)(Va +1) a—1 
Cửa 1)CÍa +1) "va 
_n+9/a+1-(a- 9đa +1)+4a(a —1) a-1 
HS == .. g,..aỉẽ 
_a+ Đa +1~a + 2v/a ~1+ 4ava - 4Va a-I 
a-I "Hhn 


_4aýa a-1 =4a (điều kiện a>0, a#1). 
a 


=Ỉ dã 
: v6 4/6 _ 4j6(-6) 
b.A =4a. Với a = { SG... h.c cE..., 
a. Vớia DEN - ì 5. s 
=-9/J6(3- J6) =19—4/6 
c. A>A ©Ã >vA?  VA -⁄⁄A? >0esA(-A)>0 
Vì A >0 nên1—x/A >0 <>A <1 hay A <1. 


Mà A =4anên 4a <1esa <E. 


ýxy 


23. a. Điều kiện:x >0, y>0; x#y: A= : 
=qy ty 


b. Ta có: Vợ z0xáx~ (gy +y= (ý =5 vẩY so 


với 1h y không đồng thời bằng 0 nên A >0. 
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c. XétA”—A =A(A -1). Vì A >0 nên chỉ xét hiệu 


Aci._ J8). 8-x+jg-y 


X-\XY+Y X-NJjXY+Vy 
_ -(~2vy +y) _ -(Ýx - dy)? 
X-\QXy+y X-N\xYy+V 


Thấy A -1<0 (vì x#y), do vậy A° < A nên A < /A. 
— Qx-4+2)? +\Q|Qx-4-9)? 


24. A= 
jJda-2# 
X 


s Nếu4<x<8 thìA 


2x 

⁄4-x. 

Bây giờ ta đi tìm x e Z sao cho A e Z. 

+ Wế A=-SE x.a 
x-4 x-4 

4<x<8 nên x=5; 6; 8. 


*® Nếux>8thìA= 


:AeZ œ x~4 là ước số của 1€, nhưng 


2x h £ 
+ XétÁ= :AeZe© ýx— 4 phải là sô nguyên 
g0 00 6à 
«@®x-4=m?(0<mec Z2) ©m” +4=x. 
39 
Vậy A =2" +4) _2m ¿từ đó m =4; 8(vìx >9nênm >3). 
m m 


Vì thế x=90; 68. 


2 L 
25.a. "_—=.-`.. 
x x 
—=— a+x? +9ax lựa -x| |a+x| 
2 sả = " + 
x 


HH 
Ma—x+ a+x_ Đa. 
ủJx Wx- 


š : 1 
b. Nếu a>0vàx>va: M<M?= M>1 = 2ýx>1 © xổ. 


« Nếu a>0 và x>a thìM= 


s Nếu a>0 và 0<x< va thì M= 


Nếu N6 Wt2-<Š- thiM xiese<2., 
£? 16 4 


Z ñ : b.2 


; 1 Ẫ 
Néu xà TT thìM>1«+» x» va. 


° Nếu a>0 và 0<x<va:M?<M Đá © 2⁄a >x. 
x 


Vậy 4a >x. Nếu a >Ng thì 4a > va. Vậy x < va. 
3 


Nếu AE thì 4a > va. Vậy x > va. 
c. Nếu a>0 và x>va thì M=2⁄%. 
Ta có: |MỊ<* c |>/x|<~ c© TỶ 
4 4 64 
: 1 lì 1 1 
Nếu va <— es0<a<(——} thì |M|<— © vda<x<—. 
64 64 4 64 
4 1 142 1 : 
Nếu va >—— esa>(——)” thì BPT |M|<— là vô nghiệm. 
64  n | | 4 xua 


s Nếua >0 và 0< x< va : |M|<-~ = 2Ma 1 c© 4a 1 
4 jx `4 x 16 
« le x>64a. 
X 
Nếu 64a < Va 64a? <a c (64a)”=a <0 © a[ (64)°a ~1]<0 


hệ 
4069 


«> 4069a =1<0£>0<a< thì |M[<2 e› 64a <x< vã 


1 
4069 


26. a) A=1(V —vjã~J29~12/5 =(|VB —j3~ (@VB)P =8.2J8.4+32 
=|M5 ~.J3~@5 3) (Vì 2 J5 > 3 © (2/5)? >3? 20 >9) 
= {W6 ~\JQB~0" = WWB M5 ~1|= (W8 ~(B =1) 


= N5 -\5 +1 =1 =1(vì V5 >1e>5 >1) 


a8 


Nếu 64> va a> thì bất phương trình |M| < là vô nghiệm. 
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x°+3X°+4 (x°+4xt+4)- xi 


b) B= : = : 
) x'+x?+9 x'+x?+9 
4 2 2w? 
2)— 2- 
.Ề (DỊ É v3 ng v — EU TT 3 
x'+x +2 x+x +2 
27. Từ giả thiết suy ra: 
= +1= M +1= = +1= - +1 
y+Z+t z+t+x t+x+y X+V+#z 
Hay X†+y†+Z+tL y+z+tt+x Z2+t†+Xx+ty t†X+Yy+Z 


y+Z+t z+t+x t+x*+y X+y+z2 
a) Nếu x+y+z+t=0thìM =~4 
b) Nếu x+ y+Z + #0 thì suy rax=y =z=tnênM =4. 
28.a) Á =A.1 
—` A=(16~5x+x? +v9—2x+x2)(V16—9x+ x? -J9—2x +9) 
=(6-9x+x”)—(9—9x+x?)=17. 
b) Tacó: §? =x?(1+y?)+y?q +x°)+9xy\/( + x”)( + y) 
§?=x?+y°+92x?y? +9xy\ + x”)( + y?) @®) 
a? =(xy)? +(1+x?)(1+ y2) +2xy[( + x?)( + y") 
=1+x? +y? +9x?y? + 9xyJ( + x)(1 + y®) (—% 
So sánh (*) và (**) ta được: S? =a” —1. 

Vậy: S=+vVa? —1. 
ni ng 
m~vm?—n? m+m? -n? nŸ 

=...... 4mm” ~n” 


-(m°—n”) nŸ 


=1 


sen J§=ñ ¡G6 dc =dP 


_((#e+d~Ve=d -(We+d+ve=đ)” Ì dc? ~d? _ d? -c° 
: (e+d)—(e=d) _-ä 2 


&: +bVb 
c)|— 


2Wb 
và 1h — Vhb Ì:[a~b)+ TÊ” 


va + db 
-Í! a vn 9b 
va tb N va +vb 


_(a=b)Q -vh) 2b 
(va +xb)j(a =b) ˆ SE nho 


5l “..a j in: 
xlsPa=s/1.=a 2 aể € 


l-a“-l+a 


Ml+a-v1-a vI-a(Vl+a—1-a) 
-(I+a+vI-a} (1a? c Ta 
(l+a)-(-a) ` a 


30. a) Điều kiện để biểu thức của x có nghĩa là: a(1—a)>0 @ 0<a<1 


Khi đó: x=s( = =.. 
}e= ý 2jaq-a) a) 


-> 2 
TT 


4a1-a) 9 a(l-a) 


1 
2a.————— 
Thay vào biểu thức của M, ta được: M= — — 
2jaqd-a) 2 jad-a) 
mỄ + Ÿ9m”? + Ÿ4m”° mẺ(m? + mŸ23 + Ÿ4) mề 
5 0 -PẺ. MÔ. SE -—H_ 
m°~2 (m-Ÿ2)(m°+mŸ2+Ÿ4) (m-Ÿ2) 
Thay m=32Ÿ2 thì ta được: N =8Ÿ4. 
c) Khử căn ở mẫu thức của biểu thức x và y: 


TH #3(3 -1);y = †“ =#2(83 +1) 


Thay vào biểu thức của P thì ta được: 
_ 3Ÿ8(W3 - 1'(Ñ3 + 1) + 3Ÿ3(43 - 1)(8 + 1 + 63 
z=---.... 
33(9 - 0| (W3 ~1ˆ°+(ÑW8+ 1) | +63 6Ÿ/3(8/81 — 1) + 683 


P F2 ự XƯƠNG T20 
A#> 


=1. 


41 


Phương 2. Phương trình bậc hai-Hệ thức Viet 


Một số kiến thức cơ bản 
Trước hết ta nhớ lại những định nghĩa cơ bản: 

1. Cho phương trình f(x) =g(x). Nghiệm của phương trình xét trên tạp 4 là 
số œœA so cho f(œ) =g(œ). Chăng hạn phương trình 2x” =x~-1=0 
xét trên tập Z có một nghiệm x =1, xét trên tập O, R có thêm nghiệm 


1 
x=—-. 
) 


2. Hai phương trình (1l) và (2) goi là tương đương trên tập số 4 nêu tập 
nghiệm của (1) và (2) như nhau trong A (kê cả trường hợp (1) và (2) 
cùng vô nghiệm trong 4). Chẳng hạn: phương trình x°—1\-=0 và 
phương trình 9x? x—1=0 là tương đương trên Z`, nhưng không tương 
đương trên Ø Lẻ 

3. Các phép biến đổi phương trình mà không làm thay đổi tập nghiệm của 
phương trình gọi là các phép biến đôi tương đương. Chẳng hạn các phép 
biến đôi sau đây: 

4) ƒ(x)= g()+ h(x) & ƒ(x)~ g(x) = h(x). 

b) ƒ(x)= g(x) © ƒ(x)+e= g@Œ)+e. 

©) f&)=g(x) e [ƒ()]'"”" =[g@)}”"""¡ keN. 
đ) ƒ()=g() (với ƒ(x) >0; g() >0) 


œ [f@)Ï” =[g(œ)]””: keN 
Sau này trong từng loại phương trình, ta sẽ đề cập thêm nhiều phép biến 
đổi tương đương khác. 

4. Các phép biến đổi phương trình mà làm mở rộng thêm tập nghiệm gọi là 
các phép biến đổi hệ quả. 
Chẳng hạn: x=v2x+3 = x°=9x+3. Khi sử dụng các phép biến đồi 
hệ quả phải chú ý đặt thêm điều kiện để phép biến. đổi trở thành tương 
đương hoặc phải kiềm tra các nghiệm của phương trình hệ quả đề phát 
hiện ra các nghiệm khóng phải là nghiệm của phương trình bạn đầu 
(nghiệm ngoại lai). 

5. Phương trình bâc hai 
Định nghĩa: Phương trình bậc hai là phương trình có dạng 
ax?+bx+c=0 (a#0). 
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Công thức nghiệm: (ho phương trình ax) + bx+e=0 (#0) 
Ta cý A=b? =4ae. Nếu A =b ~ 4ae < 0thì phương trình vỏ nghiệm. 
Nếu A=b°—4ac>( thì phương trình có hai nghiệm phán biệt: 
~b + \b” — 4ae 
#¿ *——————— 
& 3a 


Nếu A=b°~4ae=U thì phương trình có hai nghiệm trùng nhau hay 


: : _. -b 
phương trình có nghiệm kép x„ = = 
a 


Hệ thuc Viet: Cho phương trình œx” + bự +e=0 (œ#0). Nếu phương trình 
£ “. -b e 
có nghiệm xị,x„ thì S= xị +x, =—;¡P =3 i.x;, =—. 
z a a 
Giả sữxị, xy là hai nghiệm của phương trình: ax” +bx+e=0 (œ#0) 
Ta có thể sử dụng định lý Liét để tính các biểu thức của xị, x; 
theo+, b, e. 
+ Ñ=#i+#Zy=——. 
Lộ 


b° —9qec 


+; =#j +xy =(Xi t3y)“—9XjXy =——g 
a 


3abe —b3 


+ 3; =xï txy =(N tx,)°T3xj#g(Xị t+#;¿)=———g—— 
a 


b?—4ae 
+ kh —#%|=JŒ¡ —#y)” =|Œị =#g)” —4#i#y = TRE 2 


Ứing dụng của hệ thức Viet 
1. Nhấn nghiệm: Cho phương trình ax”+bx+c=0_ (a0). 


Nếu ø+b+e=0= xị =1;x,y =^. 
a 


NỐu œ—b+c=0=>x, =-l#¿ =-ế: 

2. Tìm kai số khi biết tỗng và tích 
Chho hai số x, y. Biết rằng x+ y = S, xy = P thì x, y là nghiệm của 
phương trình X” +SX +P=0 

3. Phân tích thành nhân tử 
Nếu phương trình ax°+bx+c=0 (a#0)có hai nghiệm x,,x; thì 
g%°+bx + e= q(x— xị)(% — x¿). 


Ạ „3 = 
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4. Xác định dẫu các nghiệm số 
Cho phương trình ax”+bx+e=0 (a+0). Giả sử phương trình có 


nghiệm x\,x„ thì S =x\ + x; =5. =#i.*¿ B=› 
a ứ 
Nếu P= #\.X¿ = £ <0 thì phương trình có hai nghiệm trái dấu. 
Lộ 
Nếu P=xyx,=—>0 và A=b?—4ae>0 thì phương trình có hai 
ữ F 

nghiệm cùng dấu. Khi đó, nếu 8 =x, + x, = =4 >0hì phương trình có 

\ qa 


hai nghiệm dương. Nếu S=xị +x, ==Ẻ <0/hì phương trình có hai 
a 
nghiệm âm . 
Chú ý: Ở đây, cần nhấn mạnh với bạn đọc, giả thiết của hệ thức Liet là 


a#0 › § 
ụ Š 0 Nhiêu học sinh khi sử dụng hệ thức Viet mà quên kiêm tra giả 


thiết. Trong nhiều bài toán, việc lãng quên đó sẽ dẫn đến những kết quả 
sai lạc . 


Các dạng bài tập cơ bản 


Dạng L: Phương trình bậc hai Lạ] 


a. Phương trình ax” +bx+e=0 (a #0) và biệt thức A = b” ~ 4ac. 


® Nếu A >0 thì phương trình có 2 nghiệm phân biệt: 
-b+VA „_-b-VA 
=——— VàX;= 
2a 


: 2a 


1 
# Nếu A=0 thì phương trình có nghiệm kép*% = *„ = ”= 
ạa 
# Nếu A<0 thì phương trình ax” +bx+e=0 (œ#0) thì phương trình 
vô nghiệm 
* Phương trình ax” +bx+e=0 (a#0) có a và e trải dấu. tức làae <0, 
thì A =bỀ ~ 4ae >0. Vì thế phương trình có hai nghiệm phân biệt. 
b. Đối với phương trình ax? +bx+e=0 (œ#0) mà b=-9b', 
A'=b”~ aethì: 
5 Nếu A'>0 thì phương trình có 2 nghiệm phân biệt: 
~b+vJA" -b~ jA" 
Xị Z—-—- œ — 


a 


^a 
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#- Nếu A'=0 thì phương trình có nghiệm kép xị = x¿ =—— 


*# Nếu A'<0 thì phương trình vô nghiệm 
Công thức này được goi là công thức nghiệm thụ gọn. 


Dạng 2: Ứng (lựng của hệ thúc Viet 


a._ Nhấm nghiệm 
Cho phương trình ax” + bx te=0 (a#0). 


z e 
Nếu a+b+c=0=>x\i =1;x¿ =— 
a 


Nếu a=b+e=0=»xị =-l¡3; =—. 
a 
b. Tìm hai số khi biết tổng và tích 
Bước 1: Cho hai số x, y. Biết rằng x+ y = Š x.y = Pthì x, y là nghiệm 
của phương trình X + SX + P=0 
Bước 2: Giải phương trình X” +SX +P=0 
Bước 3: Kết luận . 
c.. Phân tích thành nhân tử 
d.- Tìm tham số m thỏa biểu thức đối xứng của hai nghiệm 
Cách giải: 
Bước 1: Tìm điều kiện đề phương trình có nghiệm . 
: : -b 
Bước 2: Tính S = x\ + xạ =—;¡P= %\.X; = <, theo m. 
a a 
Bước 3: Biểu diễn hệ thức đề bài theo S, P, với chú ý rằng 
2 _ 
x?+x‡ =@?—9P;xị +x; = S(S” —3P); 4v 1. VỀ c,, 
#. #ạ E xG P 
Bước 4: Lập phương trình theo m. Giải phương trình, đối chiếu với điều 
kiện và kết luận nghiệm 
e.. Tìm hệ thức giữa hai nghiệm không phụ thuộc tham số m 
Bước 1: Tìm điều kiện để phương trình có nghiệm . 


Bước 2: Tính S= xị + x„ = S1. xị.x, =—, theo m. 
a a 
Bước 3: Khử m đề lập hệ thức giữa S và P, từ đó ta suy ra hệ thức giữa 


hai nghiệm không phụ thuộc tham sô m. 
Xác định dâu các nghiệm số 


Buốc l: Nếu P = x,.x, = £ <0 thì phương trình có hai nghiệm trái dấu 
: a 


4E 


: # € 5 D Kiến 
Bước 2: Nêu P=xy.x;=—>0 và A=b”—4ae >0 thì phương trìh có 
a 
hai nghiệm cùng dâu. 


nhện Z ~Ö 3 š Bị. V5: 
Khi đó. nêu S =xị + x; =—— > 0 thì phương trình có hai nghiệm cương. 
a 


4 -b : . 
Nêu 8 =xị +x; =—— <0 thì phương trình có hai nghiệm âm. 
a 


Bước q Kắ luận 


đưểu l1: Xét a = 0. 
Bước 2: Xét a #0: trong trường hợp này, phương trình đã cho tr thành 
phương trình bậc hai .. 

Bước 3: Kết luận 


Các rà dụ minh họa 


Ví dụ 1: Cho phương trình: x” +px+1=0 có -hai ngiÿệnn giên biệt a¿, a, 
và phương trình x” +qx+1=0 có hai nghiệm phân biệt b,, b„. Chứng 
minh: (a, - b,)(a; — b,)(a; + b,)(a; + b„)= q” — pỂ 

Giải 
Theo định lý Viet ta có: a, +a¿ =—p, aya; =1, bị + by =—q, bịb; = TL 
(a, =b,)(az b„)(a, + b,)(a; + bạ) 
=[ia; ~(a,+a,)bị + bị |[aya; +{(a, +a,)b„ + b,° 
=(1+pbị + bjŸ)(—pb; + bạ”) =(pb, — qb,)(-qb; — pb,) 
=(p-q)b¡(p~q)b; =q” —pŸ 

Ví dụ 2: Cho phương trình: ax” +bx+e=0 có hai nghiệm dương pÌâm biệt 
x;,x;. Chứng minh: 

a. Phương trình et” + bt + a =0 cũng có hai nghiệm dương phân biệt ‹, và t„ 
b. Chứng minh: x, + x; + tị + t„ > 4. § 
Giải 
a. Vì xị là nghiệm của phương trình: ax” +bx +e=0nên ax? + bx; te =: Ở. 


Vì x;>0= c# xi. ca, Chứng tỏ _=# một nghiệm dlương 
Äị Ä#ị Xì 


: : D 1 : : Net 
của phương trình: ctÍ +bt+a=0;t, = th Vị x; là nghiệm của ›3hương 


nữ nmnneee 


š 4 1. c¿ 1 xã ` nh k ` & 
Vì x,>0 nên e(—) trb(—)+a=0 điêu này chứng tỏ = là một 
Ây _ Xy 


nghiệm đương của phương trình ctÝ + bt+ a = 0;t¿ = KP 
Xạ. 
Vậy nêu phương trình: ax” +bx+e=0có hai nghiệm dương phân biệt 
xị: x› thì phương trình: et” + ba =0 cũng có hai nghiệm dương phân 
vú 1 1 
biệt tị: tạ. t; =—;t¿ =—. 
= ¬ 


%1 


Š. củ = " F 1 
b. Do x¿,x„,t,,(„ đếu là những nghiệm dương nên tị +xị =—+Xị >3: 
Xị 


1 : 
ty +X¿=——+X, >2. Do đó xị + x; + tị tt; >4. 
bề 
2 


Ví dụ 3: Cho phương trình 2x” +(2m--1)x+m~1=0. Không giải phương 
trình, tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt x,;x; thỏa mãn: 
3x; —4x;¿ =11. 

Giải 
Đẻ phương trình có 2 nghiệm phân biệt x,,x, thì A >0 
© (2m —1)? -4.2.(m~—1) >0. Từ đó suy ra m#1,5  (Ï) 
Mặt khác, theo định lý Viet và giả thiết ta có: 
2ra—l be 13-4m 


Xị tX; =— 


2 L T 
"=8... 
tộc C8 !.98~8m 
3x, 4x; =l1 gi3-#‡m _¿ 7m - 7 =11 
7 26-8m 
Giải phương trình 3134 _ ¿_?~” —11 tạ được: m=~2 vàm=4,125 
7 26~8m Ặ 


(2). Đối chiều điều kiện (1) và (2) ta có: 
Với m =~9 hoặc m = 4,125 thì phương trình đã cho có hai nghiệm phân 
biệt thỏa mãn x, + x; = 11. 
Ví dụ 4: Cho phương trình : x” -9(m -1)x + mŸ =3=0 
a. Tìm m đề phương trình (1) có nghiệm. 
b. Tìm m để phương trình (1) có hai nghiệm sao cho nghiệm này bằng ba 
lần nghiệm kia. 
#2; P.4 
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q:; 


b. 


Giải 
Phương trình (I) có nghiệm khi và chỉ khi A' >0. 
©(m-—1)”-m?+3>0 &4-2m >0<»>m <3. 
Với m < 2thì (1) có 2 nghiệm. 
Gọi một nghiệm của (1) là a thì nghiệm kia là 3a. 
Theo Viet, ta có: ( TỀN kuỚG nai =m”-3 
a.3a=m?~3 3 9 


© mỶ + 6m ~15 =0  m = ~3 + 9/6 (thỏa mãn điều kiện). 


Ví dụ 5: Cho phương trình x”-mx +m—1=0 


Ví dụ 6: Cho phương trình 


a. 


a. Chứng minh rằng phương trình luôn luôn có nghiệm với Vm 
b. Gọi xị, x; là hai nghiệm của phương trình. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị 
nhỏ nhất của biểu thức P=——“% +3 


XỶ +X +2(X,X; + 1) 


Giải 
Chứng minh phương trình luôn có nghiệm với m 
Ta có A=m” -4(m -1)=(m—9)? >0,Vm, suy ra phương trình đã cho 
luôn có nghiệm với Ym 


Áp dụng hệ thức Viet, ta nh pH NG ¬ 


+1 vỊ\ „ Tim điều 
X;X;¿=m-]1 mˆ+2 


kiện để phương trình (1) có nghiệm theo ân m = «P41 


Suy ra giá trị nhỏ nhất của P bằng sỹ «=m =~3, giá trị lớn nhất của P 
bằng 1e>m =1. 

sả... 1.1 7`, 
2-43 2-43 

a. Giải phương trình (1) với m =-1. 


b. Tìm m đẻ phương trình (1) có 2 nghiệm thỏa mãn cau, Xị +Xz 


Xy 'Xa 
Giải 
Khi m =-1, ta có phương trình (1) 
II 9 8 xị =-1- V10 
©—x +Xx-—=0<>x +23x-9=0= 
2 2 xạ ==1+ 10 


^ ` * ¬- ` RÍ 
b.. Đề phương trình (1)có 2 nghiệm thì A >0 + =Äm + 2> 0 <> m< x) 


! Để phương trình có nghiệm khác 0 


w m +-=4—8/9 
c3 TmẺ +4m-~1#0 2| ? (**) 
2 Ìm, z~4 +33 
1 1 : Xị +X„ =0 
+ —=‡—=#t +K, 6© (X, + #„) 4X, =ÙU =0 
Xy X; X;X;—1=0 
Ð m=0 
2m =0 
” «4m =-4~ v19 
(m? +8m-~3=0 = 
m=-4+ 19 


Kết hợp với điều kiện (*) và (**) ta được m = 0 và m=~4~ 9 
Ví dụ 7: Cho phương trình x” -2(m —1)x+m~—3=0(1) 
a. Chứng minh phương trình luôn có 2 nghiệm phân biệt. 
b. Tìm một hệ thức liên hệ giữa hai nghiệm của phương trình (1) mà 
không phụ thuộc vào m. 
c. Tìm giá trị nhỏ nhất của P = xỶ + x?(với xị, x¿ là nghiệm của phương 
trình (1)) 
Giải 
a.. Chứng minh phương trình luôn có 2 nghiệm phân biệt. 
Ta có A=m” -äm + 4 =(m ~Ÿ}Ÿ tằ>0,Ym, 


Vậy phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt. 


„=2(m—1 Xị +X, =2m —2 
b. Theo Viet: J “1 “2 m ; kuG” 
X;X;=m-3 2x,x; =2m —6 
<S>Xị +X;¿ —2x¡x; — 4= 0 không phụ thuộc vào m 
c. P=xi +XZ =(, +x;)”—9X,X; = 4(m — 1)” — 2(m — 3) 
~(2m—Š)*+ J5 > l5 vm, Vậy P.. =1 với m=E. 
2. 4 4 4 4 
Ví dụ 8: Tìm giá trị của m để phương trình sau có nghiệm và tính các 
nghiệm ấy theom: x+ ll -9x+ mỊ =0 
Giải 


Ta có x+|x? =9x + mÌ=0 cs|x? ~ 2x + mÌ= —x 


-x>0 x<0 
© 1| x” ~2x+m =—x © {| x”=x+m =0 () 
M©::.n-: x°-3x+m=0 (2) 
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+ Xét m > 0: Nếu (1). (2) có nghiệm thì các nghiệm đều dương (S > 0. 
P >0) không thỏa mãn x <0. 
+ Xét m =0: (1) có nghiệm 0 và 1: (2) có nghiệm 0 và 3. Nhận x = 0. 
+ Xét m <0: phương trình đã cho có bốn nghiệm. hai nghiệm dương. hai 
nghiệm âm (do P < 0) thỏa mãn điêu kiện x < 0. 

h =.. 1-1-4m 3-v9-4m 
Hai nghiệm âm là: x = =—v cm. — 
Tóm lại m <0 thì phương trình có nghiệm: 
1-/1-4m _3-v9-4m 

8 ' 2 

Ví dụ 9: Chứng minh rằng nếu a+b>2thì ít nhất một trong hai phuơng 

trình sau có nghiệm: x” + 9ax + b= 0; x” + 2bx+a=0 

Giải 


x=Ũ};x<= 


Ái =a? —b;A; =b?-a 

Ai +A; =a?—b+b?=a=(a? 9a +1) + (bŸ—2b+ 1) + (a+b—3) 
=(a-1)?+(b~1)” +(a+b-9)>0 

Vì (a—1)° >0;(b—1)” >0;a+b—2>0(gt) 

Do đó trong hai số A;;A; có ít nhất một số không âm 

Vậy ít nhất một trong hai phương trình đã cho có nghiệm. 

Ví dụ 10: Cho hai phương trình: ax”+bx+e=0  (1),a#0 
mx”+nx+p=0  (2),mz0. Chứng minh rằng nếu ít nhất một trong 
hai phương trình trên có nghiệm thì phương trình sau luôn luôn có 
nghiệm: (an - mb)x” + 2(ap ~ me)x + bp ~ ne=0 

Giải 
Xét các phương trình: ax”+bx+e=0 (1) 
mx"+nx+p=0 (2) (am#z0) 
Và (an — bm)x” + 2(ap - me)x + bp— ne=0 (3) 
Do giả thiết bài toán ít nhất một trong hai phương trình (1) hoặc (2) vô 
nghiệm, giả sử (1) vô nghiệm như vậy b° —4ac <0 
Đặt A = an - bm,B = ap - me, = bp —en,ta có: 
cA —bB—aC = aen —bme —abp + bme + abp —ane =0 (*) 
) trở thành Ax” + 2Bx+€=0 (4) 


j4 


I. NếuA=0 từ (*) có aC-bB=0«>€Œ "= 


(4) trở thành 3l3x + C >2Bx+— —h= =0 
h-: 0 ta có x tùy ý =>(3) có nghiệm 


n | R 4Ð 
lz0ta có x: .¬ =>(3) có nghiệm. 
a 


3 


Nếu A #0.Tacó A'=B°~ÁC 
*.AC<0= A'>0 = (3) có nghiệm 
TÁC >0do bỂ - 4ae <0 = bŸ < 4ae = b°AC < 4acAC 
Từ (*) có bB=cA +aC b?B =(eA + aC)? > 4aeAC > bˆAC 
Suy ra b#(B? ~ AC) >0 = JpPˆ>o 
ÌB* ~ Ac>ø 

Như vậy A'>0 = (3) có nghiệm 
Trường hợp phương trình (2) vô nghiệm, chứng minh tương tự như các 
bước giải trên cũng được (3) có nghiệm. 
Két tuận: Với giả thiết bài toán thì phương trình (3) luôn luôn có nghiệm. 
Ví dụ II: Cho f(x) = x” -9(m + 9)x +6m +1 

a. Chứng minh rằng phương trình f{x) = 0 có nghiệm với mọi m. 

b, Đặt x =t + 2: tính f(x) theo t. Từ đó tìm điều kiện của m để phương 

trình f(x) = 0 có hai nghiệm lớn hơn 2. 

Giải 

a. f@)=x”-2(m+9)x+6m+1=0 

A'=(m +9)? -6m —1=m” -9m +3 =(m-1)? +2 >0 với mọi m 
b. Với x=t+2—f(x)=t?—2mt+2m -3. Phương trình f(x) = 0 có hai 

nghiệm lớn hơn 2 © t - 2mt + 2m 3 = 0 có hai nghiệm lớn hơn 0 

A'=m?”-2m+3>0 
©48=2m>0 esm> rà 
P=2m-3>0 

Ví dụ I2: Cho ba số a; b; c thỏa mãn a > b > c > 0 vàa +b + c= 12. Chứng minh 
rằng một trong ba phương trình sau: x” +ax+b=0(1); x” +bx+c=0(9); 
x°+ecx+ TY =0(3) „ có một phương trình có nghiệm, một phương trình vô 


AB : 


Giải 
Từ a>b>c>0Ovà a+b+c=1l2=3a>a+b+c=1l2>ä3c >a+4>e; 
Ai =a?=4b>4a—4b=4(a—b)>0=>phương trình x” +ax+b=0 có nghiệm; 
A; =€? 4a >4e—4a =4(e—a) < 0 =»phương trình x? tex+a=Úvô nzhiệm. 
Ví dụ 13: Xác định m để hai phương trình: x”-mx+Øm+1-0 và 
mx” —(2m + 1)x—1=0, có nghiệm chung. 
Giải 
Gọi xọ là nghiệm chung của hai phương trình, ta có: 
2 
Xá —mxụ +(2m +m) =0 1 A... 
và cu, ( ) Ñ) Tự (2) suy ra xạ 0. Nhân cả hai về 
mx;—(2m+l)x¿-1=0  ) 
của (1) với xụ rồi cộng với (2) ta được: xỷ =1 = xạ =1 
m+2=0 
=. 
—=m—3=0 


Thay xạ =1 vào hệ phương trình ta dược: m=-2 


Vậy với m = -2 thì hai phương trình có nghiệm chung. 


Dạng 2: Ứng dụng của hệ thức Viet 


a.Tìm hai số khi biết tổng và tích 
Ví dụ : Cho a, b là hai số thực thỏa 5a + b= 22. Biết phương trình xỶ + ax - b = 0 
có hai nghiệm là hai số nguyên dương. Hãy tìm hai nghiệm đó. 
Giải 


Gọi xị, x; là hai nghiệm nguyên dương của phương trình ( 0 < xị “ X2) 


Đề phương trình có nghiệm A = a” - 4b >0. Áp dụng hệ thức Vid, ta có 
a=—XI — X¿ và b =xịX; nên theo giả thiệt 5(—xị — X;) + XịX¿ = 22 
© xI(aT— Š) — Š(Xa — Š) =8 ©(xi -5)(: - 5) = 47 (*). Do phương 
trình có hai nghiệm là hai sô nguyên dương nên: — 4 < xị - Š < xạ - 5 nên 
X=5=l Xị =6 
Œ®)œ : 
xạ—B=47 ` |xy =52 
Khi đó: a=— 58 và b = 312 thỏa mãn 5a + b= 22. 
Vậy hai nghiệm cần tìm là xị = 6: xạ = 52. 
b. Biểu thức đối xứng của hai nghiệm 
Ví dụ 1: Cho phương trìnhx”+5x+2=0. Gọi x,,x„ là các nghiện. Tính 
giá trị các biểu thức sau : 


2 r 3 3 \ 1 2 v3 „3 
A. Xi +X3y XỊ +Xj; XỊ +N) B: xi:x) +) .xỹ 


Giải 
Trước hết ta có A = 17 >0, nên phương trình đã cho có hai nghiệm phân 
biệt x,,x„. Áp dụng hệ thức Viet ta có: 8= xị + x;„ =—ỗ; P =Xị.Xx; =2, 


a. XỶ + Xổ =(Xị +X,)”—2X.x„ =8? —2P = 25~— 4 =21. 
XỈ +X =(Xị +X„)(XỶ — X)X; + X;) =(, + x,)|Œ +x,)? ~8xi.x; | 
- 8(S” - 3P) = -5(35 -6) = ~95 
XỈ +X? =(Xj +Xỹ)” -2x7.x; =(8” -9P)” - 2P” = 21” -8=433. 
b. xổ? +Xịi.X; =X).X2Œ +x„) =P?S=—20 
|x, -x;|= V8” -4P = V17 
Chủ ý : Nếu bạn đọc tính trực tiếp xạ.x„ rồi thay vào các biểu thức cân tính. 
Chúng ta cũng có đáp số tương tự. nhưng việc tính toán sẽ phúc tạp hơn 
nhiều. 
Ví dụ 2: Cho f(x)=2x”+2(m +1)x+m” +4m+3. Gọi x,,x, là các 
nghiệm của f{x). Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: A =|x¡.x; =2x, =2x;|. 
Giải 
Ta có: f(x) =2x” + 2(m + 1)x + m” + 4m +3=0 © A>0 
>(m +1)? -9(mŸ + 4m + 3) >0 © (m + 1)(m —5) >0 © —-5 <m <—1 
Áp dụng hệ thức Viet ta có : 


8=; +X; =-m —1;P =Xị.X "—= 
bì 2 
Đaili 4-jexx-8x,-0gjz T.ĐnLLES 


Ta có : g1 11. nên với điều kiện -5<m <-I, thì 
®~8m ~7 = 1= (m+4)) _ 
2 2 


m”+8m+7<0=A=— . Dấu bằng xảy 


ra khi và chỉ khi m = — 4. Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức A là s: 


Chủ ý: Nếu chúng ta không đặt điều kiện A >0 thì việc khử dấu giá trị tuyệt 
dối trong bài này tương đói phức tạp. 


Ví dụ 3 : Tìm m đẻ phương trình 3x? +4(m —1)x+m”-4m +1=0, có 


J 1 
hai nghiệm phân biệt x,,x„ thỏa mản —+—— = síx +x;). 


aÐt N) 
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Giải 

Trước hết, ta phải tìm điều kiện để phương trình có hai nghiệm phân biệt 
x¡,x, khác không, tức là sả 

Ta có A' =4(m -1)° - 3(m” - 4m +1) =mỸ + 4m +1=(m +9)”—3> 
m>-2+ v5 


©(m+9)” >3 © |m +9|> V3 
m<-8-⁄3 


P= x,x, =2 (mẺ ~4m + 1) 20 © m #22 (8 


ñ.„ ñ n2 h 
1 vu) 5T 5-5 S4 eo (xị + xu) DEN NG: TIẾT) 
#y %¿ 2 Xị.X¿ 2 XụX¿ 2 


Áp dụng hệ thức Viet ta có: S=xị +x¿=—` “® ;P=X¡3¿ = 


thế vào biểu thức sau, ta có: 


TT an nan 
XịyXạ 2 3 m”-4m+l 2 


a— m=l 
cZm-1(m -4m~5) _o...|m =~1. Kết hợp với các điều kện ở 
3(m“ -4m +]) Tel 


trên ta có m = l;m = Š. 
: 1 
Ví dụ 4: Cho phương trìnhx”=mx=—y=0. Gọi x,x,là nghiện của 
m 


phương trình. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức x‡ + xj và nêu rõ thi đó 
m lấy giá trị nào . 
Giải 
Từ phương trình đã cho, ta có a.c = _—— <0, nên phương trình đã cho 
m 


luôn có nghiệm. Áp dụng hệ thức Viet, ta có 
: 


I5) S, Si Liên : 5 Ừ l 
X,+X;, =m; X,.X; =——g = XỈ + Xã =(Mị + X,)”— 2X. .X¿ =mẺ +. 
mÏ Ũ n? 


mỉ +3› 2__mÏ+4m' +2 
mÃ mÏ mÌ l 


À 4 4 2 22 2 
Và xị +X; =(Xj +XJ) —2.(Xị.X;)” =( 


8 4 

m+4m" +2 

Đặt S =g§+ x;¿ =————~——— 
m 


„ và đặt t=m? >t >0. 


: “+4 + 
Từ đó ta có S- = với t> 0. Ta biến đôi 


S= 


t?~2V2L+ _ 32)L -¬Ẻ "`. a 
Do t> 0, nên S>4+ 2/2. 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi t= V2 =>m = +#2 
Vậy giá trị nhỏ nhất của S =4+ 3/2 khim =+Ÿ2. 
e. Hệ thức giữa hai nghiệm không phụ thuộc tham số 
Ví dụ I: Cho phương trình x” - mx + 2m — 3 = 0. Tìm hệ thức liên hệ giữa 
hai nghiệm không phụ thuộc m 
Giải 
Trước hết, ta phải tìm điều kiện để phương trình có nghiệm. Phương 
trình có nghiệm khi và chỉ khi: 
A>0<>m” ~8m +19>0 ©(m-~4)~4 >0 e»|m —4|>2 c PP" 
m<2 
Gọi x¿, x; là các nghiệm của phương trình, áp dụng hệ thức Viet 
S=x; +x; =m (1);P =xị.x; =2m —3(2) 
Cách I: Thế m từ hệ thức (1) vào hệ thức (2) ta có Xị.X; =2; +X;)—3=0. 
R _ ° x”.Ẳ..i em 2(x¡ +x;)=2m 
Cách 2: Ta có hệ phương trình IỜN ải -8 @ ơi k “ẽ sa 
Trừ về theo về ta có xị.x¿ =9(x, + x;)—3 =0. 
Ví dụ2 : Cho phương trìnhmx” -(2m + 3)x + m—4=0. 
a. Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt x;, x;. 
b.Tìm hệ thức liên hệ giữa hai nghiệm x;,x„ không phụ thuộc m. 
' Giải 
a. Phương trình: mx” - (2m +3)x+m ~4 =0 có hai nghiệm phân biệt 


mz0 m+0 
XụX;©© c© 


A»>0 (2m +3)? -4m(m -4) >0 
T0 š m#0 
© -9 
28m +9>0 m>—— 
28 


b. Với điều kiện phương trình có nghiệm ở trên , áp dụng - thức Viet : 


+ =p.  (); P=xix,= TT” = =1-= (0) 


A8? l : : 


Nhân hai về của (1) với 4 và nhân hai về của (2) với 3 ta được 
4(x, +x,)=8+ 2 
19 ”'_ Cộng về theo về ta có 4X; +x;)+3Xị.X; = 11 
đx,.x¿ =3—— 
m 
d. Điều kiện để hai nghiệm liên hệ với nhau bởi một hệ thức cho trư‹c 
Ví dụ 1 : Cho phương trình: mx” - 2mx +1=0 (m là tham sô). 
a. Tìm các giá trị của m để phương trình có nghiệm và tính các nhiệm 
của phương trình theo m. 
b. Tìm giá trị của m đề phương trình có hai nghiệm sao cho một nhiệm 
gâp đôi nghiệm kia. 
Giải 
a. + Nêu m=0 thì phương trình trở thành 1 =0, nên phương trình vô ngiệm. 
+ Nếu m #0 thì phương trình đã cho có nghiệm khi: 
A'=m°~m =m(m-1)>0. Suy ra m<0 hoặc m>1 (*). Khi ó các 


¬ ¬ m—vm”—m m+wm”~—r 
nghiệm của phương trình là: xạ =————————: X;ạ =——————. 
m m 


b. Với điều kiện (*). phương trình có hai nghiệm x;, x;. 


Theo hệ thức Viet: x, + x; =2 Và x¡x; ._. 
m 


Theo giả thiết, ta có: x, =2x, (hoặc x, =2x, ), suy ra x, = gi #g ẵ 


(hoặc x, =ấi X; =3 Suy ra: X,X; = 


mãn điều kiện (*). 


TH HE “31m. SIL #8 
9 8 


ịÌ”= 


*, 
m 


Vậy với m =š thì phương trình có một nghiệm gấp đôi nghiệm kì. 
Ví dụ 2: Tìm m để phương trình x° + (4m + I)x + 2(m - 4) =0 6 hai 
nghiệm xị, xạ thỏa |xị — xạ| = 17. 
Giải 
Ta có A = (4m + L) — 8(m ~ 4) = 16m” + 33 > 0 với mọi m, nên nương 
trình luôn có hai nghiệm phân biệt xị, xạ. Áp dụng hệ thức Viet, ta ó: 
S =—4m- I và P =2m - 8. Do đó: |xị —x¿| = 17 
(xi —x;)° = 289  S”~ 4P = 289 © (— 4m — 1)? — 4( 2m — 8) ='849 
© lóm” + 33 = 289 © lóm” = 256 © mỶ = l6 >m= +4. 


L ộ mân điều kiện của bài toán em = +4. 


Ví dụ 3 : Cho phương trình x” —= 2mx — | = 0 (m là tham só) 
a. Chứng mỉnh phương trình trên luôn có 2 nghiệm phân biệt. 
b. Gọi xị, xa là hai nghiệm của phương trình trên. 
Tìm m để xỶ + x? —x,x, =7. 
Giải 
a. Chứng minh phương trình trên luôn có 2 nghiệm phân biệt. 
Cách l: Ta có: A' = m” + Ì > 0 với mọi m nên phương trình trên luôn có 
hai nghiệm phân biệt. 
Cách 2: Ta thấy với mọi m, a và c trái dấu nhau nên phương trình luôn 
có hai phân biệt. : 
b... Gọi xị, x; là hai nghiệm của phương trình trên. Tìm m để xỶ + x? - xịx; =7. 
Theo trên ta có với mọi m phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt. 
Khi đó ta có S = x, +x, =2m và P= xịx; =-—]. 
Do đó xỶ + x? —x¡x; =7 ©§”~3P =7 © (2m)? + 3 =7 =m2= I 
©m= +. Vậy giá trị m để xỶ + x? - x,x, =7 làm =# 1. 
Ví dụ 4: Tìm m sao cho phương trình x” -(2m +1)x+mể +1=0có hai 
nghiệm x,,x; với x, =2x;. 
Giải 
Phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi A >0 >(2m+1)? —4(mể +1)>0 
c>4m~8>0sm >5. 


Xị +X;¿ =2m + 1(1) 
x,.x; =m” +1 (3) 
3x; =2 1 

'- gibi ĐỀN. Từ phương trình (1) ta có x; ah 
2x; =m”+1 (2) 


ta được 


2y =mẺ +1» 2(9m + 1)? =9m” +9 


Áp dụng hệ thức Viet ta có . Do x,=9x, nên 


„ thay vào (2) 


m=l 


c> Bmể+ Em +9= 9m +95 m ~m v70 TT, 


Vậy giá trị m sao cho phương trình x? ~(2m + 1)x + m” +1 =0 có hai 
nghiệm x,,x, với xị =2x„ làm = 1,m=7. 


Ví dụ 5: Tìm m sao cho phương trình mx” - 2(m —1)x + 3(m - 2) =0có 
lÍệm phân biệt x;,x„ với xị +2x; =1. 


Giải 
Phương trình: mx” - 2(m -— 1)x + 3(m - 9) =0 có hai nghiệm phân biệt 


hàm mz0 mz+0 
© © š & 9 
A»>0 (m—1)“ -3m(m -9) >0 -2mÝ + 4m +1>0 


mz+0 
m #0 
= : —“ị. ` 
ẽ ‹ 2-6 _m„2+v6 
2 2 
2(m —]1) 
m 


3(m -9) 
bo” THOA 


: šị¡ ‡iấếy = 
Áp dụng hệ thức Viet ta có : 
m 


1... .ÊU —Ù q) 


Do xị =1—-2x; nên “ 
3(m -9) 
m 


(2) 


=. „ thay vào (2) ta được 
m m 


KH T——-—=.. 
m m m m m 


(1—-2x;).X; = 


Từ phương trình (1) ta có: xạ =1— 


m=2 
=4 co b 
m xế 


Vậy giá trị m sao cho phương trình mx? — 2(m - 1)x + 3(m ~ 9) = 0 có 
hai nghiệm phân biệt xạ,x, với x, + 2x, =1là m =2;m = m: 


Ví dụ 6: Cho phương trình x °— 2mx + mÏ—m +I= 0 với m là tham số vì x: là 
ấn số. 
a. Giải phương trình khi m =l 
b. Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt xị,X:. 
e. Với điều kiện của câu b hãy tìm m đề biểu thức A = xịX;— Xị— :; đạt 
giá trị nhỏ nhất. 
Giải 
Cho phương trình x”— 2mx + mẦ—~m + 1 =0(1) 
a. Khim= I thì phương trình (1) trở thành: 
x?~2x+l=0 © (x—l)“=0 © x =l 
b. Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt x,.x;  A= m~I > 0<>m> 11. 


c. Phương trinh (1) có hai nghiệm phân biệt x,,x„ khi m > 1. Áp dụng định 
lý Viet, ta có: S = xị +x, =2m vàP = x,x, =m°—m + ] 
Do đó : A= P—S=m—m+ I—2m =m”- 3m + 1= (m-5J'~ bà .. 
P 4 


Dâu *=” xảy ra c>m =— (thoả mãn điều kiện m > l) 
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Vậy khi m= 5 thì A đạt giá trị nhỏ nhất là . 


Ví dụ 7= Cho phương trình: (m +1)x” -9(m +2)x +m~—3=0(1). 
a. Tìm m để phương trình (I) có nghiệm . 
b. Tìm m để phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt x;, x„ thỏa mản 
(4x, +1)(4x;¿ +1) =18 
Giải 
a. Tìm m đề phương trình ( 1) có nghiệm; 
+ Xét trường hợp m+1=0<>m =-1. Khi đó phương trình đã cho trở 
thành -2x- 4=0 & 23x=-4 © x=-~2. Vậy khi m = —l thì phương trình 
(1) có nghiệm x =2. 
* Xét trường hợp m + 1z ©m #-1, ta có : 
Ar= (m+9) -(m +1)(m —3) = m + 4m + 4— mŸ + 2m +3 =6m + 7 
Phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi 


A> 0> 6m +7>0c> m >~C. 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi m > TS: 


b. Tìm m để phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt x,x; thỏa mản 
(4xị +1)(4x„ +1) =18. Để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt 


x,,x„ thì NA< 2) <<. 
1 2 6 


( Xin vàng . 2(m +9) m-3 
t = ¬— ;P=x,.X,=——— 
Áp dụng hệ thức Viet ta có S = xị + x; cm xa nn 
Do đó, từ giả thiết ta có : 
(4x +1)(4x; + 1) = 18 © 16x¡x; + 4x, + 4x; +1=18 
_ 2 
©>16x,x, +4(x, +x,)~17 =0 = 166m -3) , Sứ + 2) _ 1 _ ọ 


m+l m+l1 
16(m - 3) + 8(m + 3) - 17(m + 1) =0 © 7m = 49 © m =7. 


ðc 7 thỏa mân điều kiện m> -gim ˆ-1. 
,) §⁄ 


A . 


Vậy giá trị m để phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt x;, x; thỏa 
mản (4x, +1)(4x, +1)=18 làm =7. 
e. Xác định dấu các nghiệm số 
Ví dụ I: Tìm m để phương trình x? —9(m +5)x + mỸ -4m +47 =0 có hai 
nghiệm phân biệt lớn hơn 3. 
Giải 
x” -2(m +5)x + m” ~ 4m + 47 =0 
© (x-3)” +6x—9~2(m +ð)x + mỶ ~ 4m + 47 =0 
© (x3) ~2(m + 2)(x - 3) + mŸ ~10m + 26 =0 
Đặt t=x~3, bài toán trở thành: Tìm m để phương trình sau đây có hai 
nghiệm dương phân biệt: t? - 2(m + 9)t + (m? —10m + 26) = 
Ar>0 14m—22>0 
Như vậy ta phải có: P>0 + 4m°-10m+26>0 © TỶ 
S»>0 m+32>»0 m 


Ví dụ 2: Cho phương trình: x°+V2mx-m°+m-1= 0(1). 
a. Chứng minh rằng phương trình luôn có nghiệm với mọi giá trị m. 
Xác định dấu các nghiệm số của phương trình . 


b. Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt X,,X; Sao cho XỶ tX? 

đạt giá trị nhỏ nhất. 
Ề Giải 

a. Chứng minh răng phương trình luôn có nghiệm với mọi giá trị m. 
Xác định dâu các nghiệm sô của phương trình . 
Ta có hệ số a = 1 >0, c==m” +m~1=~(m~ 2)" =Ễ <0, từ đó suy 
ra ac<0, nên phương trình đã cho có nghiệm và hai nghiệm của 
phương trình trái dâu nhau. 

b. Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt x,,x„ sao cho x? + x? 
đạt giá trị nhỏ nhất . 
Do phương trình đã cho luôn có nghiệm nên áp dụng hệ thức Viet ta có 
S=x, +x,=-V2m; P=x,.x, =-mẺ +m~—1 


= Xƒ +Xj =(Xị, +X,)” -2X,.X; =2m” + 2m” - 2m + 2 


=4m” 8m + #=m ~” Xử TẾ 
3 4 4 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi m =5 
Vậy giá trị nhỏ nhất của xƒ + x là 2 khi m =s: 
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Ví dụ 3: Tìm các giá trị của m để phương trình sau có ít nhất một nghiệm 
không âm: x” + mx + (2m -4) =0 (1) 
Giải 
Cách I. A =m° — 4(2m - 4) =(m—4)° >0, P=2Ø2m—4, S§=—m 
Phương trình (1) có nghiệm với mọi m. Trước hết ta tìm điều kiện để 
phương trình (1) có hai nghiệm (phân biệt hoặc nghiệm kép) đều âm. 
h P> : _ 
Biểu kiện đu tá. JP >8 _. [EM hp 
S<0 ˆÌ>m<0 
Vậy điều kiện để phương trình (1) có ít nhất một nghiệm không âm là 
m42. 
Cách 2: A =m” -4(2m -4) =(m-—4)”°>0, P=Ø9m-—4, 8=-m 
Nếu P<0,tức là m < 9, thì phương trình (1) tồn tại nghiệm không âm. 
Nếu P>0 (đã có A >0) thì phương trình (1) có hai nghiệm cùng dấu. Để 
thỏa mãn đề bài, phải có S > 0. Giải điều kiện P > 0, § > 0 được m > 2 
Và —m > 0, không xảy ra. Kết luận: m <9. 
Cách 3: Giải phương trình (1): A = m” -4(2m -4) =(m~—4)? >0 
ST GI — An gu He ca 
2 2 


Phải có x, >0  2—m >0 © m <2. 


=Sm >2. 


Ta có:x, = 


Ví đụ 4: Tìm các giá trị của m để phương trình sau có ít nhất một nghiệm lớn 
hơn hay bằng 2: x” + mx—~1=0 (1) 
Giải 
Cách I. Đặt y =x—2. Thay x = y +2 vào (1) và rút gọn ta được: 
y° +(m+4)y +(2m +3) =0. (2) 
Ta cần tìm m đẻ phương trình (2) có ít nhất một nghiệm không âm. 
A =(m +4)? -4(2m + 3)=m”+4>0, P=9m +3, 8=-(m +4) 
Điều kiện để phương trình (2) có hai nghiệm (phân biệt hoặc nghiệm 


A>0 
2 3>0 —— 
kép) đều âm là: 4P > 0 raài du: 7 luàn 2=m>--. 
-(m+4)<0 
S<0 m>-4 


Vậy với m< -nthì (2) có ít nhất một nghiệm không âm, tức là (1) có ít 


nhất một nghiệm lớn hơn hay bằng 2. 


2 _ di cc 3 
Cách 2. Giải Jp+roite x...m:ym ba m vn +4 


2 
T2 > x„nên chỉ cần tìm m để x; >3. 
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2 
”m¬. TS >2khi và chỉ khi m° +4 >m +4 (3) 


Nếu m <-4 thì (3) có về trái dương, về phải âm nên (3) đúng. 


Ta có: 


Nếu m > -4thì (3) ca mỸ +4 > mỂ +Bm +16 9m < =5. 
3 
Ta được -4<m<-=, 


Gộp m #—4 và -4<m< ¬ ta được giá trị phải tìm của m là m< Š 
Ví dụ 5 :Tìm các giá trị của m để phương trình sau có hai nghiệm phén 5iệt 
nhỏ hơn 2: 3x” - 4x + 2(m - 1) =0 (1) 
Giải 
Cách I: Đặt x—-2=y. Thay x = y+2 vào (1) và rút gọn ta được: 
3y? +8+ (2m + 2) =0 (2). Cần tìm m đề phương trình (2) có hai ngaiêm 


A'>0 10—6m >0 5 
âm phân biệt. Ta giải điều kiện 4P >0 «42m +2 >0 œ-l<m<. 


S<0 N.. 
3 


Cách 2: Xét phương trình (1). Giải điều kiện : 
A'>0 A'>0 (2) 
xịT=2<0© 4 T-2)(x¿—2)>0 (3) 
xạ—=2<0 (x„T—9)+(x„ —3) < 0(4) 


Giải (2) được m < m 


Giải (3) : x¡x; —2(Xị txy)+4>0 c5 2E —”)- : 


2.—+4>0€©m >-]. 
3 
5 
Giải (4): xị +X; =4 <0 s 2 =4 <0, luôn đúng. Vậy ta được -1<n <2, 
Cách 3: Giải phương trình (1): A'= 4—6(m =1) = 10 =6m. 
Nếu A'>0 (tức là m <Š) thì phương trình (1) có hai nghiệm phìn biệt 
x~2-v10-6m „ 2+ 10-6m 
X=:..=-... 7 "== cm. 
3 3 
phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt nhỏ hơn 2 là: 
x,<2œ9+ 106m <6<> 10~6m < 4 œ 10-~ 6m < 16 m >~l: 


. Do x;<x¿ nên điều kện đề 


Vậy ta được: -1l<m< s 


g2. 


Dụng 3: Phương trình có chứa tham SỐ N- Ì 
Ví dự : Cho phương trình (m” -4)x” + 2(m £2)x+1=0. 
a. Tìm m để phương trình có nghiệm . 
b. Tìm m đề phương trình có nghiệm duy nhất. 
Giải 
a. Xét (m°=4)=0<»m =+2, thử trực tiếp ta thấy phương trình chỉ có 
nghiệm khi m = 2. Xét (m” -4) z0 > m z +2. Phương trình có nghiệm 


mz#‡2 mz+‡2 mz2 
= c© — Ề 
A>0 4m+8>0 m>-32 


Tóm lại phương trình có nghiệm khi và chỉ khi m > ~2. 
b. Phương trình chỉ có thê có nghiệm duy nhất trong các trường hợp sau 


a=0 ? 4= 
Trường hợp 1 |) _ “0 m=®8. 


=4 © 
bz0 9(m+2)z0 
az0 m°-4z0 miền 
© = 
A'=0 4(m +3)=0 
Trường hợp này không xảy ra . Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 
khi m= 2. 
Ví dụ2: Tìm a để phương trình 3|x| + 2ax = 3a —l có nghiệm duy nhất. 
Đề thi HSG lóp 9 tỉnh Phú Thọ năm 2003-2004 
Giải 
Từ phương trình đã cho 3|x| + 2 ax = 3a — 1(1), ta có 
+ Nếu x>0 thì phương trình (1) 3x + 2ax =3a— I 
©x(2a+3)=3a-— I (2) 


Trường hợp 2: $ 
rường hợp | mWfbr~ 


Với a= — b ta có phương trình (2) vô nghiệm 


__ = và sẽ là nghiệm của 


Với a#— s: „ nghiệm của phương trình (2) là: 


đa -1 
h trình (1 
phương trìn (nêu — T5 


>0: 


+ Nếu x<0 thì phương trình (1) ©—3x + 2ax = 3a—l 
©<x(2a—-3)=3a- I. 


Với a=— s ta có phương trình (2) vô nghiệm 


Vớia#- s ta có nghiệm của phương trình (2) là xạ= _ ¬ và x; sẽ là 


Út phương trình (1) nếu = : <0 


Á 
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Ví 


Ví 


+ Như vậy , phương trình (1) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi ^ : 
X 


) 


Xị<0 =Ï: 8= 
hoặc 4 #& 3t tu 0: 055 Ñ- mộc. 
X;ạ<0 2a+3 2a-3 


đa —1)? b 
e{ - ) >0>a= hoặc a> Š hoặc a<— Š, 
4a“-9 3 2 2 


dụ 3: Cho tam thức bậc hai fx) = ax”+bx+e thoả mãn điều kiện 
|f(x)|<1 với mọi xe {—1;1}. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: A = 4a?+ 3b. 

Đề thi HSG lóp 9 tỉnh Phú Thọ năm 2003-2004 
Giải 

Từ điều kiện |f(x)|<1, với mọi xe {~1;1} ,ta có 

|f(0)-f()|<2= (a + b) < 4;|f(0)—f(—D|<2= (a-b) <4. 

Mặt khác 4a? + 3b? =2(a + b)” + 2(a - b)” - b° <16 

Vậy 4a? + 3bŸ đạt giá trị lớn nhất bằng 16, khi và chỉ khi: (a;b;c) nhận 
giá trị là (2; 0; — 1) hoặc (—2; 0; 1). 
dụ 4: Cho hai số a và b khác 0 thỏa mản : =s: Chứng minh rằng 
phương trình ẳn x sau luôn có nghiệm (x? + ax + b)(x” + bx +a) =0 

Đề thi TS lóp10 tỉnh Bắc Giang năm 2003-2004 
Giải 

Ta có phương trình (x” + ax + b)(x” + bx +a) =0có nghiệm khi và chỉ khi một 
trong hai phương trình sau có nghiệm: (x” +ax + b) =0();(x” + bx + a) = 02). 
Xét phương trình (1) ta cóA,=a”—4b. Xét phương trình (2) ta có: 
A; =b -4a, từ đó suy ra 

Ai +A, =a?=4b+b?—4a =aŸ + bŸ—4(a + b). 

"...... ˆ 

Mà “ng "S  2(a + b) =ab, nên 

Ai+A,;=a”+bÌ—4(a+ b)= a? + bể ~ 9ab = (a — b)? >0. Do đó có ít nhất 
một trong hai phương trình trên có nghiệm. 


Do đó phương trình (x” + ax + b)(x” + bx + a) = 0 luôn luôn có nghiệm 
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Ví dụ 5: Giả sử xạ là nghiệm của phương trình bậc hai ax” + bx + c = 0. 


b 


a 


| 


S : Chứng minh rằng : |xo|< 1+M. 


Đặt M = max 


a 
Giải 
Nếu |xạ| <1 thì hiển nhiên. Nếu |x„| >1: Ta có: bxạ +e==ax) 


: 2 |b c| .„|B 
Do đó: |xu|Ÿ s. +-ÌŠ h 
ịa a| la 


Suy ra: |xu~—1 Š lqƒ < M{x,|+ 1) 


|xo|+ 


<M(x,|+1) 


G 
a 


Nên: |x,|~1< M Hay: |x,|<1+M. 


Bài tập vận dụng 


1. 


Tìm k sao cho phương trình 3x”-(3k-2)x—(3k+1)=0, có hai nghiệm 
phân biệt xị,x; thỏa mản 3x, -5x, =6. 


._ Cho phương trình x” -(2m -3)x + m? -3m =0. 


a. Chứng minh rằng phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt . 
b. Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt x,,x„ thỏa mãn: 


1<x¡ <x; <6. 
4 


c. Xác định m để x + x? đạt giá trị nhỏ nhất . 


3. Phân tích đa thức A = x' + x" +2(m —1)x? + mx + mŸ thành tích. 


-_ Giải phương trình: x” -|x|— 20 =0. 


. Viết các phương trình bậc hai dạng x”+px+q=0. Biết rằng, phương 


trình có nghiệm nguyên, các hệ số p, q đều là những số nguyên và 
Pp+q+1=2003. 


._ Cho phương trình x? - 2(m + 1)x + 7 =0 () 


a. Tìm m để phương trình có nghiệm kép 
b. Tìm m đẻ phương trình có 2 nghiệm và nghiệm này gấp k lần nghiệm kia. 


. Cho phương trình x? -(2m + 1)x+m”+92=0 () 


a.Tìm m để phương trình (1) có 2 nghiệm x,, x; sao cho (x‡ + x2) nhỏ nhất. 


b.Tìm m đẻ phương trình (1) có 2 nghiệm xạ, x; sao cho x, + 2x; =4. 


%É 
AP” Ế 


8. Cho phương trình ax”+bx+c=0_ (l)và cx +bx+a=0 (3) 
vớia #0 và c0. 
a. Chứng mỉnh rằng nếu phương trình (1) có 2 nghiệm dương thì [hương 
trình (2) cũng có 2 nghiệm dương. 
b. Chứng minh rằng nều phương trình (1) vô nghiệm thì phương trnh (2) 
cũng vô nghiệm. 
c. Nêu phương trình (1) có 2 nghiệm trái đấu thì phương trình (2) cũng 
có 2 nghiệm trái dâu. 
9, Giả sử phương trình x +3x+1=0có 2 nghiệm xị, X; 
+ÐXx. Xi+2K, 


Chứng minh rằn ==ƒ. 
. sở _ +Ñ)" v (xạ+1U° 


10. Cho phương trình x” - 2(m +1)x- m + m”—1=0 (1) 
a. Giải phương trình với m =1. 
b. Chứng minh rằng phương trình luôn có nghiệm với mọi giá trị cia m. 
c. Gọi xị, xạ là hai nghiệm của phương trình (1). 
Tìm giá trị nhỏ nhất của A =—x,x„ +ð. 
11. Cho phương trình (x + 1) ~n—1)(x + 1)”~m”+m~1=0 Œ) 
a, Giải phương trình với m =~—1. 
b. Chứng minh rằng phương trình (1) luôn có hai nghiệm phân biệ x:ị. X; 
với mọi giá trị tham sô của m. 
c. Tìm các giá trị của m để |x¡|+|x;| = 2 
(Đề thi vào lóp 10 trường Hà Nội — Amsterdam, 1996-1999) 
12. Cho phương trình ax?+bx+e=0 (1) (a#0) và cx°+bx+a=0 @) (e #0). 
Biết rằng phương trình (1) có 2 nghiệm dương xị, x;. Chứng mình rằng 
phương trình (2) cũng có 2 nghiệm dương; gọi 2 nghiệm đó làxa, xạ. 
Chứng minh răng: xị + x; + xạ + X, >4 
13. Cho phương trình x? -(m -1)x~m” +m~2=0 (1) 
a. Chứng mỉnh rằng phương trình (1) luôn có 2 nghiệm trái dấu. 
b. Gọi 2 nghiệm của (1) là xị. x;. Tìm m để (x? + x) là nhỏ nhất. 
14. Cho phương trình 2x” - 3mxT-2=0. 
a. Chứng mình rằng với mọi giá trị của m phương trình luôncó hai 
nghiệm phân biệt. 
b. Gọi x¡x; là hai nghiệm của phương trình. Tìm giá trị củ: rn để 
S8=xŸ + x; đạt giá trị nhỏ nhất. Tìm giá trị đó. 


c. Tính =Ì + kã theo m. 
1 X¿ 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


2 


- 


22. 


23. 


Cho phương trình bậc hai: ax” + bx +e =0(1) vàcy? +by+a=0(2) 
a. Chứng minh rằng nẻuớ là nghiệm của phương trình (1) thì S là 
ơ 
nghiệm của phương trình (2). 

b. Gọi xị,X; là nghiệm của phương trình (1): y.y› là T. của lương 
trình (2). Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức M= x + yỶ + x? + yŸ 
khi a, b, c thay đôi. 

Cho phương trình (m - 1)x” ~Ømx + m +1 = 0 với m là tham số. 

a. Chứng minh răng phương trình luôn luôn có 2 nghiệm phân biệt với 
mọi m+z1. 

b. Xác định giá trị của m để phương trình có tích 2 nghiệm bằng 5. Từ đó 
tình tông 2 nghiệm của phương trình. 

c. Tim một hệ thức liên hệ giữa 2 nghiệm không phụ thuộc m. 

d. Tìm m để phương trình có nghiệm xị. x; thỏa mãn hệ thức: TU âu s 

xạ #ị 

Cho phương trình 2x” -2mx + m” ~2=0. 

a. Tmm các giá trị của m để phương trình có 2 nghiệm dương phân biệt. 

b. Giả sử phương trình có 2 nghiệm không âm. Tìm nghiệm dương lớn 
nhât của phương trình. 

Tìm giá trị nguyên của a đẻ hai phương trình sau có ít nhất một nghiệm 

chung: 2x? +(3a—1)x-3=0 (1); 6x?-(2a-3)x-1=0 (3) 

Cho phương trình: mx” - 6(m - 1)x + 9(m - 3) =0 

Tìm giá trị của tham số m để 2 nghiệm x, và x„ thỏa mãn hệ thức: 

X) +X; =Xị.X; 
Cho phương trình: x” —(2m + 1)x + m” +2=0 
Tìmm để 2 nghiệm x, và x; thỏa mãn hệ thức:3x,xạ —5(x; + xạ) + 7 =0 


. Xác định tham số m sao cho phương trình: 


2xỞ - (3m + 1)x + mŸ -m 6 =0 có 2 nghiệm trái dấu. 
Clho phương trình: x”+(2m-1)x—m =0. Gọi x,và x;là các nghiệm 
của phương trình. Tìm m đẻ: A = xỶ + x? 6xx; có giá trị lớn nhất. 
Cho phương trình: x”-mx+m-1=0. Gọi x,và x, là các nghiệm của 
phương trình. Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 
2x¡X;+3 
—x +X; +2(X,X; +1) 
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Hướng dẫn và đáp số 

1. Điều kiện phương trình có nghiệm là A = (3k —9)° + 4.3(3k + 1) 
=9k? ~12k + 4+24k +19 =9k? +12k +16 = (3k +9)? +12 >0;Vk. 
Áp dụng hệ thức Viet, ta có 


3k-2 2 3k+l 1 
Xị+Xạ=———=k-——; .X,=— =—k-—. 
1X: 3 3 Xi‹X; 3 k 3 
Theo giả thiết , ta có 3x, —5x, =6, từ đây ta có hệ phương trình 
5k 1 
3xị =ỗx; =6 BH Ì 
Xị+X,=k-— `. 


Thể vào biểu thức x,.x, = ~k ¬g: 


k=0 

./Ðk 1V 3k li 32 
Ta có (C—+—)(——1) =-k—— © k(k +——)=0 Ề 
Ca +a)Ca—Ð "Mlwd`. dàn L1” 
1ỗ 
- 
Khi k =0, phương trình trở thành: 3x? +2x—1=0«©>| 1 3 
X;ạ=-l 


. 32 n 53E23 3 x¿=-l,8 
Khi k .—nn phương trình trở thành: 3x” + 8,4x + 5,4 =0 © hệ" 
b—ai 
Vậy giá trị k sao cho phương trình 3x”—(3k-2)x—(3k+1)=0, có hai 
nghiệm phân biệt x,,x„ thỏa mản 3x, -5x; =6 là k=0; k= _ 
2. Cho phương trình x” -(2m -3)x + m” -3m =0. 
a.. Chứng minh rằng phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt . 
Ta có A =(2m -3)? — 4(m” ~ 3m) =4m? -12m +9~ 4mŸ + 12m =9 >0,Vm. 
Do đó phương trình đã cho luôn có hai nghiệm phân biệt... 
b._ Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt x,,x„ thỏa mãn: 
1<x; <X; <6. 
-b+ VbỶ —4ac 


Do phương trình đã cho luôn có hai nghiệm phân biệt x, ; = — 5 
= “na 


Theo giả thiết 1< Xị <x,<6, do đó 1<m~=3<m<6<>4<m<6, 
Vậy m đề phương trình có hai nghiệm phân biệt x,,x„ thỏa mãn: 
1<x¡<x, <6 là 4<m<6. 

c. Xác định m để xỉ + x; đạt giá trị nhỏ nhất. 
Do phương trình đã cho luôn có hai nghiệm phân biệt, áp dụng hệ thức 
Viet, ta có xị +x„ =2m-~3; x,.x, =m”—-3m 


— Xỉ + Xổ =(Xị +X;)” —9x,.x, = (2m —3)? - 2(mẺ — 3m) 
= 4m” - 12m +9 9m” + 6m = 9m? - 6m +9=9(m” ~ 8m + 2) 
=9(m - tu >ế: Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi m =ẽ: 
Vậy giá trị m để x‡ + x? đạt giá trị nhỏ nhất là m =ấ: 
4. A =x!+x” +2(m—1)x” +mx+m° 


Viết lại A thành tam thức theo m: A = m? + (2x” +x)m + x' +x) —2x?. 
Ta tính được: A=9x”. Vậy A=0 có hai nghiệm: m=-x?—9x và 
m=-x?+x. 
Do đó: A =(m + x” +2x)(m + x” —x). 

4. Phương trình x” -|x|— 30 =0 tương đương với các hệ phương trình: 
@) I3 nhuàu (9) lê sang 
Hệ (1) có hai nghiệm là x, =5, xạ =-4, x¿=-4<0 không thoả mãn 
điều kiện x >0 nên bị loại. Vậy (1) chỉ có một nghiệm là: x, =5.. 
Hệ (2) có hai nghiệm làx; = 4, x, =-5, xạ =4 >0 không thoả mãn điều 
kiện x<0 nên bị loại. Vậy (2) chỉ có một nghiệm là: x, =~5. 
Vậy, phương trình đã cho chỉ có hai nghiệm: x, =5, xạ =-B. 

5. Giả sử phương trình x”+px+q=0 có hai nghiệm nguyên xạ, x„. Theo 
định lý Viet, ta có: xị + x; =—p; X,X; =q 
Do đó p+q+1=x¡x; —(x¡ + x;)+1=2003 hay (x, —1)(x; — 1) = 2003. 
Vì 2003 là số nguyên tố, giả sử X, >Xx;, ta nhận được: 
† x¡-1z2003= x, =2004; x¿—1=1 5 x;=2 


AÊ -2006, q =4008 
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+ x;y-l=-l  xị=0 
xạ-1=-2003 = x; =-2002 = p= 2002, q=0 
Từ đó, ta có các phương trình bậc hai dạng x?+px+q=0 thoả mân điều 
kiện bài toán: x? - 2006x + 4008 =0; xỶ +2002x =0. 
- 6.a. Phương trình (1) có nghiệm kép > A'=0. 
A'=(m+l)-7=0 © m=-1+#+ï. 
m> “l7 ¬1 
m< =M -1 
Gọi 2 nghiệm của phương trình là x,, x;. Phương trình (1) có rphiệm 
xị =kK¿ 
X; =kXị 
©>(x, —kx;)@¿ — kx,) =0 © (kỶ + 1)X¡X; —k(xƒ +x;)=0 
©(k+1)?xx; — kí; + x¿)” =0 © (k+ 1)?,7 - k[2(m + UỶ =0 
©4k(m+1)“=7.(k+l”  Œ) 
Nếu k <0 thì phương trình (*) vô nghiệm. 


b. Phương trình (1) có 2 nghiệm khiA'>0_ 


này gấp k lần nghiệm kia 


£ s1 7(k + LẺ 
Nếu k >0 thì phương trình (*)có 2 nghiệm là:m =—l1+ — 
7. a. Phương trình (1) có nghiệm <>A>0 

A =(2m +1) - 4(m” + 2) = 4m 7 

A>0©4m~7>0 m>.. 

Có 

30550210 gsufs40/7S)100090u0u 


Kí 8 7 81 
>— 2 4 3>2. 4—-3=— 
mà. = A=92m°+4m- E _ + P 5 


Dấu “=° xảy ra khi m = ï . 
kí \ˆ „ [K,+X¿=2m+l (q1) 
b. Vớim>— theo hệ thức Viết ta có: n 
4 X¡X„ =m +2 1) 


Vậy ta có hệ phương trình : 


xụ+x;,O2m+l _JXs „=3-2m xạ=3-2m 
s67 xị =2m+1—(3— 2m) — |x, =4m-—2 


AB” 


Theo (2`) ta có: x¡x, = m” +2<> (3~ 9m)(4m —9) =mỀ +2 


<> 9m” ~16m +8 =0: phương trình vô nghiệm. 
Vậy không có giá trị m nảo đẻ (1) và (2) có nghiệm xị, xạthỏa mãn: 


Xị L2, =4. 
A>0 
8. a. Phương trình (1) có 2 nghiệm đương <> ˆ. >0 
a 
“>0 
a 


Tacó: Aqy = A(¿y = bỂ - 4ac >0 
Suy ra phương trình (2) cũng có 2 nghiệm. Gọi œ >0, B> 0 là 2 nghiệm 
của (1). Do œ > 0là nghiệm của (1) nênaø” + bơ + e= 0(*) 


Chia 2 về của (*) cho ơ”, ta có: a + h() + echÿƑ =0, suy ra + là nghiệm 
œ Œœ œ 


của phương trình (2). Tương tự ñ cũng là nghiệm của phương trình (2). 


Vậy phương trình (2) cũng có 2 nghiệm dương. 
bà Aa,=A¿y =b?—4ac. NếuA„j <0thìA,„ <0, suy ra nếu phương trình 
(1) vô nghiệm thì (2) cũng vô nghiệm. 
c. (1) có 2 nghiệm trái dấu nên“ < 0, do đó Š < 0, vậy (2) cũng có 2 nghiệm 
a e 
trái dầu (đpem). 
9. Do xị, x; là 2 nghiệm của phương trình x” + 3x +1=0 
xị +3, +1=0 (x, +1)” =—x, và xƒ +2x¡ =-( + Xị) 
BS 
x; +3X,+1=0 (x; +1)” =—x„ và x? +2x;¿ =~( + X;) 
=-¬3 
Theo Viết ta có: h T% 
X;X;ạ =l 
Ạ Xj+2X, Xi+2x, _-(I+X,) -(+X;)_ I+(Xi+X;)†XIX: 
(x+U' @&;+Ù ` —M — — Xi; 
=l—-8+1=-l. 
10. a. Học sinh tự giải. 
b. Cóa=1>0, e=-(mÝ -m +1)<0 suy ra ae<0. Vậy (1) luôn có nghiệm 


#6: trị. 
H2 
Ạ - 


c.. Do phương trình (1) luôn có 2 nghiệm xịx; nên theo Viét ta có: 
X¡X;¿ =—m” + m2 —1. 
3 3 


Suy ra Á =—xix, +ð =mỸ — mỂ +1 +õ= mỸ =mỂ + 6 = (mẺ ~ 2} +8. 2B, 


1 
Vậy A nhỏ nhất bằng BỖ. 
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi m” =2 
11.a. Đặt(x +1)” =t, t>0 
Phương trình (I) ©  t—(m-1)t—m?”+m-1=0 (2) 
Với m=-—1, tacó: (1) © t?+9t—(—U?—1—1=0 
' tị =1 
t“+2t-3=0 : 
tạ =—3 (loại) 


1=1 =0 
Suy ra: (x+1=1© tả ©|* 
x+1=-l x=-2 


b. Trong phương trình (2) có a = 1, e=-(m” -m +1)<0 nên (2) có 2 nghiệm 
trái dấu t¿<0<t,. Vì vậy phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt. 


x; =vJtạ—1, xị =—tạ -1|s|+|x¿|=32 © | -1|+|Wu +1|=2 

œ2>|L-W + ý +1|=2. Dấu"=" xảy ra khi và chỉ khi: 
q-t;)q+t;)>0 1- ty >0 ©t, <1. t$ là nghiệm dương của 

phương trình (2) nên: t; = (m —1) + \(m -1)” -4(-m? +m~1) <1 

© 5m” ~6m +5 <1-(m~1)=9~m 


5m? —6m +5 <(2—m)? n 4m? -9m+1<0 
m<2 


12. Phương trình (1) có 2 nghiệm dương <> Š.. >0 


«® E 
@ —>0 
tui a 


Tả có: Aqy = ĐỂ ~ đạc = A,„y >0 do đó phương trình (2) cũng có 2 nghiệm. 
Giả sử xị >0 là nghiệm của (1). Thể thì: axj tbxi te=0 (3) 


2 
^N, + lễ „ve ^ , ; GẾ e€ “ ` 
Clhia 2 về của (3) cho Xi. ta có: —~+—-+—=0, tức là 
1 


a °| ]«|s _ Jo=v là nghiệm của (2). 
Xi 


Xị 


Tương tự 5 cũng là nghiệm của (2), mà x:, xạ là nghiệm của (2). 
X; 


Không mắt tổng quát, giả SỬ: x; = _ X,=— 
Ñ Ẩz 
¬ 1 1 
SUY TA: Xị # X; † X; + X. =(Xi +O—)+(X;+——)>4 
Xị X; 
1 sử 3 1 TẴ 
(do xị +—>2 với xị >0 và x;+— >9với x; >0). 
Xy 3ọ 
=1 23218 : 
 ˆ1 5]... NiNaAAllukilisdala 
A=(m-1)*+4(m?°-m+9)>0 Vm 
Do đó phương trình (1) có 2 nghiệm trái dấu, 
: ` , JX;+X¿=m-—l 
b. Thiec Viết ta có: R 
X;X; ==m” +m~2 
A =Ÿ +X) =(X) + X;)”—9Xịx, = 3m” -4m +õ =3(m 2} tờ Vm 
ä 3k: =jU Tyết d3 2 
Vậty A nhỏ nhất =~+. Dâu Xảyra cœ me 
14. a. ac=2(—2)=-4<0, phương trình luôn luôn có hai nghiệm phân biệt 


vớii nọi giá trị của m. Theo hệ thức Viết ta có: x; + x; _, XịX;¿ =—l 


2 
bu." 2 3m ; 
b. 5= + x2 =Œ +x¿) “xi s7 _ 
Vậy min§ =3 khi m=0. 
HP Huyn: ¬ 
_ HẾI +TRỢ— _@ +) ~3XiX;(Kị + X2) _ _ -9m(3m” +4) 


SX,„sã (xx;)” ¬I 8 
28 : 


15. a. Từ giả thiết các phương trình (1) và (2) là phương trình bác 2 nên 
a#0, cz0do đó xz0. 


Ta có:ax”?+bx+ec=0<» #“t6c-Š+b. +4) =0. Vì vậy nếu ›x=œ là 
xế x 
nghiệm của (1) thì œ z0 và bộ là nghiệm của phương trình (2). 
ơ 


b. xị, x; là nghiệm của (1) thì -L = y,; -L =y, là nghiệm của (2) 
Xị X; 


Vậy M=xj +yj +X?+y; =(Xƒ +—)+GŸ +-1)>9+2=4 
X Xẽ 
Suy ra M nhỏ nhất là bằng 4. 
16.a. Điều kiện để phương trình đã cho là phương trình bậc hai: m z1 
A'=m?~-(m-1)(m+1)=1>0. 
Vậy phương trình luôn luôn có 2 nghiệm phân biệt với mọi mì z Ì. 


gỏ 
m+l 3 2m “5 
b. tu =—=h = m=ẽi kh 7L Nhu 
2 
"“_.~ q) 
c. Áp dụng định lý Viét ta có: cu. 
xữc _m+] (3) 
159 m~—I1 
2m 9m —-(m —]l) m+l - 
đ)< L hát öe RUAGĐEDWF=Tš JWNNSur~}PP hà bào h lu 


Vậy hệ thức phải tìm là: x¡x; -(x; + x;)+1=0. 
ặ. SlrS+ 5 =0 (chú ý rằng trong phương trình đã cho không cé nghiệm 
x. 3ì 
bằng 0) 
© 2x? + x?)=—ÕX¡X; © 2[Œœ, +x,)°— 2xix; | =-BX)X; 


©  2x\+x;)” =—XiX; 


© 9m =1 œ m=‡ 


+ 
œ3 | — 


.. ĐC m-—1 


AØÈ 


|a:»o 


là |J4-m“>0 
17.a. Điều kiện: J—ˆ >0 «> 4m>Ũ © v2<m<9 
Hì 
m°—3>0 


“>0 
a 


b. Từgiả thiếtcó 2 <m<9 


m~v4-m” m+v4-m” „x„.z 
s ; Xu = s . Dê thây xị <x; 


Tacó xị= 
»_ 1 > : D TY 
X= mm +4 —m”)= 2 (m” +4—-mỂ +2m?(4-m)?) 
Chú ý rằng 2jm?(4~ m”) <m” + 4-m” =4 nên x; < 


Vì x„ >0 nên x; <3. 


(4+4)=2 


~ịm 


Vậy nghiệm dương lớn nhất bằng M3 khi m=2. 
18. Gọi xo là nghiệm chung của (1) và (2). Thay vào hai phương trình ta tính 
được: (11a—6)xụ =8. 


Với a= " , cả 2 phương trình (1) và (2) vô nghiệm. 
Với .. thì xụ _—. 

1 11a =6 
Thay vào (1), rút gọn: 99a” —164a -68 =0. Nghiệm nguyên của phương 
trình này là a = 2. 


Với a =9: (1) tương đương với 2x” + 5x - 3 =0, nghiệm là ö và -3. 


(2) tương đương với 6x” -x—1=0, nghiệm là ặ và -g: 
Do đó (1) và (2) có nghiệm chung. 
Kết luận: giá trị nguyên cần tìm của a là a =2. 

19. Bài toán: điều kiện để phương trình có 2 nghiệm x; và x; là: 


mz0 mz0 
b » 2 2 
Ar=[3(m~1)]J ~9(m—3)m >0 Tn ~9m +1)— 9m” + 27m >0 


mz0. nhi 
&% : 


`. > š 
Ế m+1)>0 m>-1 


A 
7E 


20. 


2 


_- 


2. 


Ế 6(m —]) 


2 


#ạ+X 
Theo hệ thức Viết ta có: ® vàtừgiảthiết: xị +Xx; =>,X„ 
_ 9(m-3) 


m 


1Xz 


. 6(m-]1) ` 9(m—3) 
Hung: ~sã 


Suy ra © 6(m - 1) = 9(m - 3) 


©6m -6=9m -27 © 3m = 21 © m = 7 
(thỏa mãn điều kiện xác định) 

Vậy với m = 7 thì phương trình đã cho có hai nghiệm x;, và x„ thỏa năn 
hệ thức: xị + x; =Xị.X; 

Bài giải: điều kiện để phương trình có 2 nghiệm x, và x; là: 
A'=(Øm +1)? -4(m? +2 >0) © 4m” + 4m +1—4m”~8>0 

Xị +X; =2m +] 


e 4m~7>0»m >-—. Theo hệ thức Viết ta có: 2T và từ 
4 X,X¿ =m” +2 
giả thiết 3x, xạ —5(X, + x;) + 7=0. 
Suy ra 3(m” + 9) ~ 5(2m + 1) +7 =0 © 3m” + 6~ 10m - 5 + 7 =0 
m =2(thỏa mãn) 
© 3m” -10m +8=0 © 4 Ề 
m =a (không thỏa mãn) 


Vậy với m = 2 thì phương trình có 2 nghiệm xị và xz thỏa mãn hệ hức: 
3x¡X;¿ —5(Xị + X;) + 7 =0 


. Để phương trình có 2 nghiệm trái dấu thì 


2 
P<0“ |p. =m-Š ảo 
2 
A=(m~7)? >0,Ym 
P =(m-3)(m +2) <0 
trình có 2 nghiệm trái dấu 


_ A =(3m +1)” - 4.2.(mÝ — m — 6) > 0 


-9<m<3. Vậy với -2<m < 3thì ›hiương 


Xị +X; =-(2m —]) 


X;Xạ =—m 


Theo Viết | 


Theo đề bài: A = x? + x? -6X,Xx; =(ị + x;)” ~8X,X; 


Suy ra min A =-~8 e» 2m -3 =0 hay m =Š 


¬ 41: .:- 
23. Ta có: theo hệ thức Viétthì 4" ° 
X;X;,=m-—] 
ng 2x,X,+3 _ 2xx¿+3 2(m-l)+3 Z2m+l 
Xj+X;+2(4X„+l) (Xy+x;)°+2 m”+2 m°+2 


Cách 1: thêm bớt đê đưa về dạng như phần (*) đã hướng dẫn. 


(m~1)” 
s 
mˆ+2 mˆ+2 


F F 2 Đ-— 2_— 
TQ Biển dối H dư ưc Đo 27-6 ng 


_—112 
(m1 >0=B«1 
mˆ+2 


Vì (m-1)">0= 
Vậy maxB=1«>m =1. Với cách thêm bớt khác ta lại có: 


= 2 mẺ +Em +12 mỸ _g (mẺ +4m +4) 2m +8) : TT. s} 
m? +29 m?+2 2(m?+2) 2 

(m+9) 
2(m? +2) 
Cách 2: đưa về giải phương trình bậc 2 với ân làm và B là tham số, ta sẽ tìm điều 

kiện cho tham số B đề phương trình đã cho luôn có nghiệm với mọi m. 

B=<”*}À Bm? ~2m +2B~1=0 (**) 

m°+2 

Ta có: A=1—B(9B—1)=1-9BỶ +B 

Đề phương trình (**) luôn có nghiệm với mọi m thì A >0 

Hay -2B? +B+1>0 © 2B” -B~1<0 ©(2B+1)(B—1)<0 


Vì (m+2)?>0=> >0=B>~z.. Vậy minB=~2 em = =8 


1 
sp+1<0 ||B*-Z 
B-1>0 B1 1 
-© = buới Si suxảu 
2B+1>0 Bz-l 
B-1<0 2 


B<1 


Vậy: maxB=1le©>m=1: min B=~5 © m=-2 
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Chương 3. Hệ phương trình 


Các dạng bài tập cơ bản 


| Dạng I: Hệ phương trình bậc nhất hai ẫn số 
Phương pháp giải: 
Cách 1: Sử dụng phương pháp cộng đại số. 
Cách giải hệ phương trình bằng phương pháp cộng dại số 
* Nhân các về của hai phương trình với số thích hợp (nếu cần) sao cho 
các hệ số của một ẩn nào đó trong hai phương trình của hệ bằng nhau 
hoặc đối nhau. 

* Sử dụng quy tắc cộng đại số đề thực hiện phương trình mới, trong đó 
có một phương trình mà hệ số của một trong hai ẩn bằng 0 (tức là 
phương trình một ấn số). 

* Giải phương trình một ấn vừa thu được rồi suy ra nghiệm của hệ 
phương trình đã cho. 

Cách 2: Sử dụng phương pháp thế. Quy tắc thể 
Quy tắc thế dùng đề biến đôi một hệ phương trình thành hệ phương trình 
tương đương. 
Tóm tắt cách giải hệ phương trình bằng phương pháp thế 
+ Dùng quy tắc thê biên đôi hệ phương trình đã cho để được một hệ 
phương trình mới, trong đó có một phương trình một án. 
+ Giải hệ phương trình một ẩn vừa có, rồi suy ra nghiệm của hệ đã 
cho. Nghiệm của hệ phương trình là cặp sỐ (x, y) vừa tìm được. 

Cách 3: Sử dụng phương pháp đồ thị 

Cách 4: Sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ 

Dạng2: Hệ phương trình đối xứng loại I: Nếu ta thay đổi vai trò của x, 


thì từng phương trình vẫn không thay đải. 


3 h S= 
Phương pháp giải: Đưa về hệ phương trình theo 2 biên mới là: P Lá _ 
=XV 
với điều kiện S° > 4P 
| Dạng 3: Hệ phương trình đối xứng loại 2: Nếu ta thay đổi vai trò của x, y | 


thì phương trình này chuyền thành phương trình kia. 

Phương pháp giải: Trừ 2 phương trình với nhau để nhận được phương trình 
mới có dạng tích số 
Chú ý hệ phương trình đối xứng loại 2 nếu có nghiệm thì có nghiệm 
(X,,x„) (tức là x=y). Nếu hệ phương trình có nghiệm (x,y) thì hệ 


phương trình cũng có nghiệm (y,x). 
[ Dạng 4: Hệ phương trình không mẫu mực 


Ki 
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Dạng 5: Hệ phương trình có chúa tham số : Chuyển bài toán tìm điều kiện 


có nghiệm của hệ phương (rình trở thành bài toán tìm điều kiện có 
nghiệm của phương trình (bằng phương pháp thế) 


Các ví dụ mỉnh họa 
| Dạng 1: Hệ phương trình bậc nhất lai ẩn số 
9x+y= 
Đí dụ Ï- Giải hệ phương trình |“ ®⁄=1  @I 
dx+4y=-l (b) 
Giải 


GIAN 


Cách 1: Sử dụng phương pháp thế 
Từ phương trình (a) => y = 1 — 2x (e). Thê phương trình (c) vào 
phương trình (b) ta được: 3x + 4(1 - 2x) =—l ©-5x =—5 ©x= l. 


Thế x = 1 vào phương trình (c) ta được y = —I. Vậy hệ phương trình đã 
cho có nghiệm là x = I và y =-]. 


Cách 2: Sử dụng phương pháp cộng đại số 
Hiệ phương trình đã cho 


8x+4y=4 5x=õ x=l x=l 
® - = =. : 
3x+4y =-—l 3x+4y =-Ì 3.1+4y=-l y=-l 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x = 1; y =1). 
Eí dụ 2: Giải hệ phương trình: { ÌF* I|+ jy =5 
(xÝ +2x+1)y =36 
Giải 
Điều kiện y>0. Ta có (x” +9x + 1)y =36 e>|x + 1| Jy =6 


=5 
Đặt u=|x+1|, v=dy (u>0, v>0),ta có hệ phương tình |" 


uv =6 
Giải hệ phương trình.ta có :u =2,v=3 hoặc u=3, v=2 


Trường hợp: u=2,v=3 có:(x =1; y = 9) hoặc (x = -3;y=9) 
Trường hợp: u =3,v=2 có:(x =2; y= 4) hoặc (x = =4; y = 4) 
Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm: (1:9). (-3:9), (2:4). (— 4:4) 
0400): ... [X(y—=2) =(x+ 2)(y T4) 
Ví dụ 3: Giải hệ phương tình [U _8)(3y +T)=(8x~1)(y +8) 
Giải 
x(y =9) =(x+2)(y 4) 
® ~3)(2y+ 7) =(2x~ 7)(y +3) 
 ....a | 


x-y=-4 x=-2 
= = 
2xy -öy +7x—21=2xy - 7y+6x-21 


x+y=0 y=2 


“X 
#9 í : 
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2 2 - 
Ví dụ 4: Cho hệ phương trình: * +# +ãRiSpmói (h 


xy( + 2)(y +2) =m 
a. Giải hệ phương trình khi m = 24 
b. Tìm m đề hệ phương trình có nghiệm 
Giải 
2 2 s 
a. Khi m=34 thì (1) c+ 4F +Y +2x+2y=11L 
xy(x +2)(y +2) =24 
Đặt u = x” +2x =(x+1)?—1>~—1 và v=y? +9y =(y+1)?®—1>~—1 


(8) © — nh _ le Hết 


uv=24 v=8 v=3 
? =4 = 
„ (x+1) bo (x+1)ˆ=9 
(y+1)°=9 (y+U?=4 


x=+2-1 x=#3-—]1 
© hay 
s06. 289 
Vậy khi m=24 thì (A) có các nghiệm (x, y) là: 
(1;-2), (1;-4), (—3;-4), (2;1), (2;—-3), (—4;1), (—4;—3) 
b._ Tìm m để hệ phương trình có nghiệm 
Đặt u=x” +2x+1=(x+1)” >0 và v=y?+2y+1=(y+1)° >0 
Ta được (1) trở thành: 
u+v=l3 u+v=l3 u+v=l3 
«œ © 
_ `... | 
= u, v lần lượt là các nghiệm của phương trình: 
X?-13X+m+12=0 @) 
Do đó: (1) có nghiệm > (3) có 2 nghiệm X,, X, >0 


A>0 : 
`... lế! 
h=A 


uv=m.+12 


©œ 4S>0 c© #i82 Á %$ -12<m <*” 
P>a0 = sả. m>-12 


Ví dụ 5. Cho hệ phương trình với tham số a: ( XINE- S00) 
ñ x+(a-l)y=2 (2) 
a. Giải hệ phương trình với a = 2. 
b. Giải và biện luận hệ phương trình. 
c. Tìm các giá trị nguyên của a đẻ hệ phương trình có nghiệm nguyàn.. 
d. Tìm các giá trị nguyên của a để nghiệm của hệ phương trình thca măn 
điều kiện + y nhỏ nhất. 


4 


Giải 
kề : 
a.X "ẩn = 1 giải) 
b. Rút y từ (I): y =(a + 1)x—(a + 1). Thay vào (2)được: 


x+(a?—1)x—(a°—1)=2«e©>a?x=a”+l (3) 


Nếu a#0 thì x=® *Ì Khi đó y=321 
a" a 
? 
Hệ có một nghiệm duy nhất (#—-*1,8+1, 
 IP, 


Nếu a = 0 thì (3) là 0x = 1. vô nghiệm. Hệ đã cho vô nghiệm 

c. Điều kiện cần, ta phải có: a? + 1:a? =1:a? =a? =1=a=+1. 
Điều kiện đủ: với a = I thì x=2, y =2. Với a =—1thì x= 2, y = 0. 
Vậy các trị nguyên của a phải tìm là I và —1. 


a®+a+9 


d. Tacó: x+y= — =l+— ~+ -ría z0) 
a 


Đặt : =zZ, ta Có: 
a 
1i TẾ 


x+y=l+z+92? “ïGỮ Ề4-214 nga ft các 
2 16 8 4 8 8 


Vậy min(x + y) = khí và chỉ khi ø = tức là a=-4 


x?°+y” +xy=37 
Ví dụ 6: Giải hệ phương trình: 4 y” +2” + yz = 19 
z?+x?+zx=28 
Giải 
Đề thỏa mãn hệ phương trình x, y, z phải phân biệt nhau từng đôi một. 
Nhân các về của ba phương trình lần lượt cho x— y, y—Z, z—x rồi cộng 
x?—y° =37(x—y) 
lại ta được: 4 yŸ —zŠ =19(y —2) 
z` — x? =28(z — x) 
Từ hệ trên ta có x-2y+z=0 => z=2y-—x, thay vào các phương trình 
7y? +x? -5xy =19 


thứ hai, thứ ba của hệ phương trình thì được: : 
4y? + x”? -2xy =28 


A8Ẽ : 


x?(7t? =5t+1)=19 
x”(4t?—2t+1)=28 
1 


7—Bt+1 4t?-9t+1 
————=——~_—- ©40t?-34t+3=0, từ đồ t>Ÿ bị —= 
19 28 Hắn ï 


Đặt y = tx ta có 


Suy ra 


* Thay trễ, ta tính được x=4 hay x=-4. các giá trị nghiện tương 
ứng là (x;y;z) =(4;3;3) và (x:y;z) =(—4:—8;—9) .. 
* Thay Cấn ta tìm được các nghiệm: (xy;2)=(—:-=¡-—=) Và 


(;y;2)=(—TC 
Xrị -' v3 
Ví dụ 7: Cho các đường thăng:9x - 3y = 4(đ);3x + 5y =2(d`) 
Tìm trên trục Ox điểm có hoành độ 
là số nguyên dương nhỏ nhất, sao cho 
nếu qua điểm đó ta dựng đường vuông 
góc với Ox thì đường vuông góc ấy cất 
các đường thăng. đ và d' tại các điểm 
có tọa độ là các só nguyên. 
Giải 
Gọi tọa độ của điểm phải tìm là (a; 0) 
với a là số nguyên dương nhỏ nhất sao 
cho đường thẳng x = a cắt các đường 
thăng d và d' theo thứ tự tại A(Q; b) và 
B(a: c), trong đó b, e là các sô nguyên. 
Như vậy cần tìm số nguyên dương a nhỏ nhất sao cho có các số nyuyên b 


# . - J2a-3b=4 
và c thỏa mãn 
3a +5ce=2 


3: 


|Ata:b) 


l{ x 
x=a 


B(a:c) 


6a - 9b =12 = 
Khử a ta được v =8b+) lÚp=<seh= <1~c+S=Ê b và g 
6a + 10e =4 9 


thuộc Z=°=k (k nguyên) hay e=-9k+1. Từ đó tím được 


b=10k-2 và a=15k-1.Để a là số tự nhiên nhỏ nhất tha mãn 
a =15k —1, ta chọn k = 1, khi đó a= 14, b =8, c=-— 8. 

Điểm phải tìm trên Ox là H(14: 0). đường thắng x= 14 cắt d và' theo 
thứ tự tại A(14: 8) và B(14: — 8). 


TH Ẻ 


Giải 
3 y3  J24”=y” =] 
Fừ hệ phương trình b : 
|xy +# =4 
Suy ra xy+ x”=4x”-9y” «+ 34 -xy-2y ”=0 (I1) 


lz- 


] 
* Nếu y=0 ta thu được: | 2 hệ phương trình này vô nghiệm. 


# cỡ 
* 4 P Xs¿ b$ 
Nêu y#0, ta có: (1) © 3()“-(—)-2=0 © 
Ỹ Ỳ 


x= x=-= 
Vậy hệ phương trình đã cho tương đương với: | Âu „ _ hay '- 
2° ¬y =1 2x —y? =1 


Hệ phương trình sau vô nghiệm, còn hệ phương trình đầu cho ta: 


=1 =-] 
X TY x=c< 
y=l y==sl 
Xx+xy+y=l 


Vid 9: Giải hệ phương trình 4 x + y2 + 2= 3 
Z+7ZX+X=7 


Giải 
(x+1)(y+1)=2 
Hệ đã cho tương đương với 4(y+1)(z+1)=4  (*) 
(z+1)(x+1)=8 


Nhân ba phương trình lại ta được [& +1)(y +1)+ UỶ =64 


x1 
1) (x+1)(y +1)(z+1)=8. Kết hợp với (*) suy ra nghiệm: 4 y =0 
z=8 


x=-3 


2) (x+1)(y +1)(+1)=—8. Kết hợp với (*) suy ra nghiệm 4 y =~2 
z=-B 


AB? 


83 


Ví dụ 10: Giải hệ phương trình 


Đặt X=~—,Y=~ (x>0;y>0)Ta có: VX+V8-Y=vŸ-V5~X. 
x 


1 
: ĐÀ 
Nhận thây: 

*Nếu X>Y thì VX+v2-Y > VY -V2-X. 

*Nếu X<Y thì VX + 2-Y < VY -V2-X .Vậy phải có X = Y. 

Với X=Y,tacó: VX+VJ2-X=92 © X+(@-X)+2jX(@2-X) =4 
©JX@-X)=1 © X?-2X+1=0 © X=1 © X=Y=l 

Từ đó x= y =1. 


x-y =1 
Ví dụ 11: Giải hệ phương trình: jy - Vz =1 () 
z—x =1 
Giải 
x=jy+1 
()<= y=z +1. Điều kiện x,y,z>1. Giả sử x, y, z là một nghiệm với 
z=x+l 


x bé nhất trong ba số (các trường hợp khác tương tự). 
xa. | 
Khi đó | cai =2 W2 =S ðØ6đứŒ = à<y 6S K=ÿ=ð. 
X<z 


3+5 


Với x=y ta có: x=vx+l, sUy ra x= = (x>1), ứ đó: 
3+5 
x=ey=ø= CN 


Ví dụ 12: Phân tích a?—9b? +3b—3a +ab thành nhân tử, rồi áp dụng: đẻ 
2x? ~15xy + 4y? —12x + 45yT—24 =0 
x?°-9y+3y— 3x + xy =0 

Giải 
aẺ — ØbŠ'† 3b —8a + ab = (a ~ b)(a + 9b~8). 


giải hệ phương trình | 


Áp dụng phân tích trên, từ phương trình thứ hai của hệ ta có : 
(x~y)(x+ 2y -3) =0, suy ra y=x hay x=3-2y. 

Nếu x=y, thay vào phương trình thứ nhất, ta được: 

3x ”—=11g+8<=0  x=y=1 hay x=y=S. 

Nếu x=3—9y, thay vào phương trình thứ nhất, ta được: 


y?=l = x=y=l hay =6; y=-—1. 
| Dạng 2: Hệ phương trình đối xứng loại I 


x+y=l 
() 


3 


Ví dụ I: Giải hệ phương trình ì 
s 


+  =x?+V? 
Giải 

x=0 

(x+y)(x”Ở+xy+y”)=x”+y xy=0 x=1 

Ko 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (x,y) là: (0;1) và (1;0) 
x?°+y? +Xy =7 
xi+y°+x2y? =21 

Giải 
Dây là hệ phương trình đối xứng loại 1, biến đổi về dạng: 
(x+y)”—xy =7 
[& +y)"- sxyÏ —x?y?=21 


Ví dụ 2: Giải hệ phương trình: | 


2 = 
(x+y)“ -Xy =7 èk 
(x2 +y?)? — xÊy? =91 
(x+y)} —xy=7 (x+y)-xy =7 x+y=#3 
ÂẦ° c© © 
[7-xyÏ! -x?y? =21 xy=2 
Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) là {(1;2),(2;1),(—1;~2),(—2;—1)} 
2_ 2 = C2 
g XYy+ K 3(x - (x, „e R) (!) 
x” +xy + y” =7(X— V) 
Giải 


xy=2 
Ví dụ 3: Giải hệ phương trình: 


M 


A80 : 


Đặt ` ` poô: Hệ phương trình (1) trở thành: 


u=0 

u2—3u+v=0 3u” -3u =0 v=0 
© Ầ 

1 

P) 


ý=92u' v=2u? u= 
llb em 
SReNdb 
v=xy=0 =0 =9 =4 
# = hay „ hay bi©š= 
u=x-y=l y=0 y=l y=-2 
xy=2 
TH: x°+y? =5 
Ví dụ 4: Giải hệ phương trình: x (1) 
x'—x?y?+y? =13 
Giải 
x”= 
?+y° =5 ?+y?= _ 
l§ @ ¡Co — ° c Ề xã : 
(2 +y?)?—-8x2y? =18 x?y°=4 x'=4 
y= 


Vậy ta có hệ phương trình có các nghiệm là: 
(x,y) e{(,9);(1,=8);(-1,9);(-1,~9);(3,1);(2,~D;(-3,1;(8,=Ð] 
2 Ni 
Ví dụ 5: Giải hệ phương trình: h XS 
Xy+X+y=ð5 
Giải 
() e _ x24 ` 2H Ÿ — hệ phương trình đã ch› 
2# =6 


s.„s + 8,P1*Z nghiện của phương trình 


x?°-5x+6=0(I) © 
S=3 
l 
Trong 2 nghiệm trên chỉ có nghiệm 8= 3, P =Z là phù hợp với bàitoán 
Khi đó ta có x, y là 2 nghiệm của phương trình 
X?-8X+92=0 = (x,y) e{q,3);(2,D} - 


Ví dụ 6: Giải hệ phương trình: 


D #, 1 
x ty +o+.=9 
xi 
Giải 


1 1 h š =3 sẽ 
Đặt a=x+—.b=y+— = hệ phương trình đã cho tương đương với 
b5 V 


a+b=5 [a+b=5 {a+b=5 
: Cu = 
a?+bf-4=9 Ía? + b2 =13 |(a + b)? -2ab =13 
a+b=5_ |(a,b)=(2.3) 
c> 
ab=6 (a,b) =(3,2) 
1 
là Hà lóc x=l 
= - 3+ v5 
b=3 ] y= 
y+—=3 9 
ỳy 
su =8 +5 
“ÊP XS = Ă=.= 
b=9 1 
y+—=2 =1 
y y 


Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm (x,y) là: 


(92055055) 025] 


x° +x.y+y? =19(x—y)” 


Ví dụ 7: Giải hệ phương th 
x?°—x.y+y” =7(X— y) 
Giải 
m +X.y+y° =19(x— y)° ¿ (x _y +3xy =19(K— yÏ 
x°—x.y+y° =T(x — y) (x-y)” + xy=7(x~y) 
Đặt x — y = u; xy = v. Hệ phương trình đã cho trở thành 


18u? =3v v=6u? v=6u? 
c© © © 
u?—7u+v=0_ |u?-7u+6u?=0 |u?-u=0 


=0 =Ñi =l+ 
= k hoặc Š ©x=y=0 hoặc h .: 
v=0 v=6 xy =6 


=0 =3 =-93 
Suy ra hệ phương trình đã cho có nghiệm ` : Si ẵ vi gi 


at : 


x°+xy+y° =4 
X+Xxy+y=2 
Giải 
Đặt x + y = S, x.y = P, khi đó hệ phương trình đã cho trở thành 
* HH l T Bn “5 nan P ă. 
S+P=2 P=2-8 =0 =5 


Ví dụ 8: Giải hệ phương trình: | 


0 

Với S: =2, = 0065 Xe; “ưến 
xy=0 x=3 

0 


8, =-3 
Với \ b „ ta có hệ phương trình đã cho vô nghiệm.Vậy hệ phrơng 


=i =0 =2 
trình có nghiệm à h k h 
y=2 |y=0 


2 „._ 
Ví dụ 9: Giài hệ phương th +xXxy+y =3 
X+xy+y=-l 
Giải 
Đặt S = x + y, P = xy; khi đó hệ phương trình đã cho trở thành 


¬. , -9= =1 ),=-<5 
xả án — câu XSUớN” s. (1) hoặc Š; (2) 
S+P=-I |P=-(S+]) P.=-2 Bị =1 


== -9 
0) Hết =h lu, P 
2 y=2 y=-l 
Có NẠI °“ Ỷ Vậy hệ phương trình đã cho cé các 
xy= - 


na x=-l |x=2 
nghiệm: key `. 
xýy +yx =30 
b‹ x+ydjy=35_ 

Giải 
l y+yýx=30 AE: (x>0;y >0) 


Ví dụ 10: Giải hệ phương trình: 


> 
x⁄x +yJy =35 €Ýx + jÿ)(x— jxy + y)=35 
& JdydX+ Jy)=30 
Èằ +y)?-3\Jxy)=35 
xẾ|| 


Đặt S= Jx + Vy >0; P= JVxy >0.,hệ phương trình trở thành: 


SP=30 SP=30 SP =30 S=ẽ 
S(S°-3P)=35 ”|Sg'-3gP=as |S*=125s  |P=6 


Ýx và Vy là2 nghiệm của phương trình: X”—5X +6 =0. 
Suy ra: (Ýx =9; Jy =3) hay (Vx =3; y=2). 


Dạng 3: Hệ phương trình đối xứng loại 2 -Í 


Ví dụ I: Giải hệ phương trình: t% kế<.4 Re 
: : Giải 
Trừ về theo về, ta có : 
(œ +9y)—(y°—9x)=0 ©>(x+y)(x-y+2)=0 
* Nếu x+y=0, thay y =-x vào phương trình đầu thì: 
x?~9x=8 © x” =9x~8=0. Giải ra: x =4 hoặc x =~3. Trường hợp 
này hệ phương trình có hai nghiệm : (x;y) = (4;—4) hoặc (x;y) = (—2;) 
* Nếu x-y+2=0, thay y=x+2 vào phương trình đầu thì: 
x”+2(x+2) =8 © x”+2x—4=0. Giải ra: x=—1—xÍ5; x=—1+ V5 
Trường hợp này hệ phương trình có hai nghiệm: 
(Œ;y) =(~1~ Võ;1~ vỗ); (x;y) =(~1+ V5;1 + v5) 


3 
= 
Vĩ dụ 2: Giải hệ phương van pm. 


y°+1=92x (2) 
Giải 
°“+1=2 
Từ hệ phương trình ví » bú suy ra x' - y' =9(y —x) 
y+l=2x 


©(x-y)Œ&”+y?+xy+9)=0e»y=x. Thay vào phương trình (1) ta 


được:x” ~x+1=0= x=Lx~= L2 Vỗ, Vậy hệ phương trình có 


nghiệm là: (x = 1;y =9: — mai 


Dạng 4: Hệ phương trình dạng khác 


xÝ (xÝ 
` Xa 5 —| +|—| =12 
Ví đụ I: Giải hệ phương trình: 4| y Mi 


Œ (xy)” +xy=6 
A8” 
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Giải 
Điều kiện y # 0. 
Đặt *=uxy= vta được 
y 
#„ „# 3 u=Z2 
uZ+u =1l2 (u—2)(uˆ+3u+6)=0 
., &ijv= 
v?+v=6 v?+v-6=0 ấ 


X 
Với $y hệ phương trình này vô nghiệm. 

Xy =-3 
Vậy hệ phương trình đã cho có hai nghiệm là (2; 1) và (—2; —l) 


x?—yx.y =36 


Ví dụ 2: Giải hệ phương trình: 4. 
y°—x\|x.y =72 
Giải 


Về trái của các phương trình cần được phân tích ra thừa số. Vì vậy kiông 
thể không áp dụng định lý về căn của một tích. Hệ phương trình đi cho 
tương đương với tuyển của 2 hệ phương trình: 


1n. dy')=36 
Jy({y* -x”)= 79;x >0;y>0 


nhau hoặc có thể nhận giá trị 0 nên hệ phương trình trên khôrg vó 
nghiệm. 

yjtC x)(\j(—x') + j(-y”)) =36 “ 

V(-y)CQ((-y”) + j(—x)”) = 72;x <0;y <0 

X 
v-y 
hay x =~—2 (vì chỉ xét x<0). Từ đây có y = —8. 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (—2; —8). 


\x+y+‡#x- 


8x+y)”`.(x—y)” =8 


- Vì về trái của các phương trình trá diấu 


Từ đây = gi y =2v/=x, thay vào phương trình, ta nhận được /x* = 4, 


Ví dụ 3: Giài hệ phương trình: 


sử È 


b) 


Giải 
Vị (x— y)° >0cho nên việc chuyên V(x ry)”.(x—y)Ÿ = Ñ(Œ + y). t(x - y)” 
không thay đồi miền xác dịnh của hệ phương trình. Với mọi SỐ x, y trong 
miễn xác định. ta có x: +y}” =Jx+v (tức biến đổi này tương đương). 
Tương tự, thoạt nhìn có thê biến đồi: Ú = v =‡ƒx—y.. Nhưng thực ra. 


điều này không đúng với mọi x, y trong miền xác định mà chỉ đúng với 
x>y. Chính điêu kiện nảy có thê làm mất nghiệm. Vì vậy, chúng ta phải 


viết Tà s.. l P vã hệ phương trình này tương đương với tuyển 
x-y>0 x-y<0 
của hai hệ phương trình: jJx+y + WWx-y =6 hoặc jx+y +x¬—y=6 
jJx+y-Ïx-y =8 vJx+y.x-y =-8; 
jx+y + jx-y =6;x-y>0 
jx+yÄÍx-y =8 
Đặt: /x+yv =u,Ÿx-y=v. Rõ ràng là u>0,v>0. Chúng ta có hệ 


=6 
phương trình: ® âu 
u.V 


Ta giải từng hệ phương trình: a) | 


. Hệ phương trình này có 2 nghiệm: P _ hoặc 
Vv= 


=8 
- NI =4, ý BI awvy-e ¬ 
ụ Ê Hạy -ảg.| hoặc X+Ỷ “Giải hai hệ phương trình này, 
v=4 $Ïx—y =2 äÏx—y =4 


chúng ta nhận được 2 cặp giá trị x và y: (12; 4) (34; =30) 
x—y<0 
jx +y+x—y =6. Để giải hệ phương trình này, chúng ta sử dụng các 


\jx+ y.Ïx—y =—8 


ký hiệu như ở phần a). Tuy nhiên, ở đây u > 0, v <0. 


=6 TA 
Chúng ta có hệ phương trình: h _. g: Nghiệm của hệ phương trình 
u.V= 


này sẽ là các cặp số (u, v): (3+ 17;8~ V17), (8—17;8+ v17). 

Theo điều kiện. cặp số thứ 2 không thỏa mãn. 

Khi đó, có thể viết: lan NGHI. hệ phương trình này, nghiệm 
{x-y=3-1ï 

sẽ là cặp số: (103—19/17;~77 + 25/17). Vậy hệ phương trình đã cho 

lệm (103 - 19/17;~77 + 95/17) (12; 4), (34; -30) 


1ị _ 17;— ðN17 :4), (34; \ 
Ạ § 


Wx-y=x-y (1) 


x+y=qQx+y+2 (2) 


Giải 


Ví dụ4: Giải hệ phương trình: Ị 


x-y>0 


(3) 
() #x-y(1-ÿx-y)=0 œ — Thay x=y vào (2), giải 


Điều kiện: | 


x+y>0 


ra ta được: x=y =1. Thay x=y +1 vào (3), giải ra ta có: xỗi y= 5: 
Kết hợp với điều kiện hệ phương trình có 2 nghiệm: x=1; y=1 và 
NT: 

1B... 5 


jÍ 1 
...F2==y== Ấ 
Ví dụŠ: Giải hệ phương trình: X y 


2y=x "+1 (2) 


Giải 
Điều kiện: xy z0. Ta có () = &=yMI+-L)=0 Ầ lên 
XV xy =—l 
x=y x=y r1 
Trường hợp I: : = F -1 đỗ. 
2y=x +1 2x=x +l x=y= P 
== 1 
=¬l =— = =—-— 3 
Trường hợp 2: by h * KV. 6) 
Lo áo, -Ễ - x'+x+9=0 (4) 
x 
Ta chứng minh phương trình (4) vô nghiệm. 
Cách I. x' +x+2=(x? -Ỷ tằ»0, Wx. 
: , : : - 
Cách 2. Đặt f(x) =x”+x+9 = F(x)> mịnf(x)=f| S2 ]>0 
Trường hợp này hệ phương trình vô nghiệm. 
Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 
mì 5 -l 5 —l-v5 -l-Vv5 
(x;y) =(11), ( = ST SỐ, X) 


Ví dụ6: Giải hệ phương trình: Đ. 
x.+2 

„— (2) 
y 

Giải 
Điều kiện: x #; y #0. Khi đó hệ phương trình đã cho 
`. iMfhd-,Algh sau 
Kỳ © 


3Jx= 


8xyˆ°=x? +2 3xy? =x? +9 
4 xe=y =1 
Trường hợp I: Š_ ¿2 œ1 
Jxy =x +2 y=l 


3xy+x+y=0 


Trường hợp 2: | . Hệ phương trình này vô nghiệm, vì từ 


3xy? =x?°+2 
(1) và (2) ta có x, y >0. 
Vậy nghiệm của hệ phương trình là: x = y =1. 
(x-y)(x°+y”)=13 
(x+y)(x?-y?)=95 
Giải 
(x-y)(x”+y”)=13 (x-y)@œ°+y?)=13 (1) 
(x+y)(Œœ”-y”)=395 là (sk rệt? =85 (2) 
(2)-( = (x-y)3xy=12 (3); (1)-(3) = œ&-y)* =1 (4) 
Do đó hệ phương trình tương đương với: 
(x=y)” =1 x-y=l (x;y) = (3;2) 
l +y)? =95 Jc h +y=‡#ð lu lờ. =(-2;-3) 
Cách 2: Hệ phương trình tương đương: 
l +xy? Ty? Ty) =13 (0) — l ~y" =19 [(2) + (1))/2] 
xy(x~ y)=6 [(@) -(1))/2] 
số * = v)[œ -y} + 3xy | =19 s l4 —y)! +3xy(x- y) =19 
xy(XT—y)=6 xy(x—y)=6 


S ' “tế _ th k _ lnổ . 
xyŒ&—y)=6 (y+1)y=6 y=9 y=-38 
Sáu s x+y- \jxy =3 
Ví dụ8: Giải hệ phương trình: (x,yeR). 
: : P— 


A8Ÿ h 


Ví dụ7: Giải hệ phương trình: (x, yeR) 


Cách I: 


x°—xy?+yx°—y° =95 (9) 


: Giải 
Điêu kiện: x>—1, y>l, xy>0. 
Đặt t=jxy (t>0). 
Từ phương trình thứ nhất của hệ phương trình suy ra: x+ y =3 +. 
Bình phương hai về của phương trình thứ hai ta có: 
x+y+2+2jxy+x+y+l=l6 (2). 
Thay xy=t”, x+y=3+L vào (2) ta được: 
3+t+2+92J +3+t+1=16 © 2J +t+4=11—t 
0<t<1l1 0<t<11 
„} ki "“.. 
Với t=3 tacó x+y =6, xy=9. 


œ t=3. 


Suy ra nghiệm của hệ phương trình là (x; y) = (3;3). 


x2°-8x=y°+2y 


Ví dụ9: Giải hệ phương trình: | : : (x,yeR) 
x°-8=3(y” +1) 
Giải 
=. = 8 °+odu (@) 
x°-3=3(y? +1) x?-3y° =6 (2) 


Thế (9) vào (1) ta có: 3(x” - y`) =6(4x + y) 

œ 3(x2—y?)=(x?—8y?)(4x+y) © x)+x”y—12xy” =0 

Ằ x=0 hay x=3y hay x=-4y 

* x=0 = -3y” =6 vô nghiệm. 

* x=3y thay vào (2) có hệ phương trình hai nghiệm (3;1) và (=3;—l) 


* x=-4y thay vào (2) hệ phương trình có nghiệm [lãa] lay 
d8) 
13 13 


Ví dụ10: Giải hệ phương trình: ị 


€ 


(x?+1)+y(y+x)=4y 
LÔ N5 c g ĐƒD 
(x”+1)(y+x-2)=y 

Giải 

x°+1=0 


Khi y=0 thì (1 : 
LỆNG ì @) =© "09/0879 


L2 


I1ệ phương trình này vô nghiệm. Khi y z0 chia hai phương trình cho y 


XP #1 › 
` iu 8i ~9 # 
| SA o2 a232464 x tr ga:e—8e©8 
le : © V 
3, di F h 
¬ (v+x-2)=1 (y+x—2)“-2(y+x—2)+1=0 
y+x-3= ở x=-2 
š = hay 
x +1=3—x y=2 y=5 


Cách: khác: Thay y của phương trình sau vào phương trình đầu ta có: 
x”®+1+(x” +1)(y+x~—9)(y+x)= 4Œ? + 1)(y+x—9) 
h0) Ÿ Đ, 
(x+1)(y+x—9)=y 
1+(y+x—-2)(y+x) = 4(y + x—2) 
(x?+1)(y+x-9)=y 
(chia 2 về của phương trình đầu cho 1+ xẺ) 
1+(y+x-9)(y+x=9+9) =4(x” +1)(y + x—9) 
(x”+1)(y+x-9)=y 
y+x-2=l1 _. ..0n 
: © hay 
x?+1=3~—x y=9 y=5 
ai : y+xy” =6x? 
Ví đụự1I: Giải hệ phương trình : 
1+x?y? =5x? 
Giải 
8... 2 : 
J}y+ mỉ ko ĐẸ bì: Từ (2) suy ra x # 0, chia các về cho x” ta được: 
\I+x?y? =ãx? (2 


2 yí1 
TT N vu“ 
C— VỚNG D + ĐẤU *=u,~+y=v,ta được hệ 
lên Z=B 1 \ b‹ 
hức liêu Ko 0llDc na 
X X 
L2 
nỶ..— vì—5 
- uV =6 9 = 
phương tình: tua . ä © 2 
xo TT ˆv=6 vì ~ãv~12=0 


=(v~3)(vỶ + 3v + 4) =0 © v =3, suy ra u = 2. 


95 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (1; 2) hoặc G¡D 


2 “= 
Wí dụ12: Giải bệ phương trình:|” ° V+3Y =8 
2x? +2xy+y? =9 
Giải 
x°+2xy +3y” =9 (1) 
2x? +9xy+y° =9 (2) 
Từ phương trình (1) và (2) ta có: 
2(x? +2xy + 3y?) =9(2x? + 2xy + y?) © 16x? +14xy +3y? =0 (3). 
Dễ thấy y = 0 không thỏa mãn hệ phương trình, do đó: 
.. 1 
2 
(3) © 'e[Š] + 14X)xa =0œ©œ 
Ỹ y 


y9 
SN, 
Y 8 


5 -~_@sy=-0e, ThỂ vào (0) tá cổ 3? =tlesg=ai. Từ đó hệ 
phương trình có 2 nghiệm: (1;~2),(—1;3).. 


¿5 _ 5 8 9 317 


~©=-=œy=-——x. Thế vào (2) ta có:x? ==— © x ... 
3 s 0Ì ý 


y 8 
Từ đó hệ phương trình có hai nghiệm: Hi sả | 


17 LỆ 

Vậy hệ phương trình có 4 nghiệm tìm được ở trên. 
$u§ềt= 
Jx-3+ y+5= 
: __ Giải ' 
Điêu kiện x > 2, y > 2. Các về đêu > 0, bình phương các về ta được: 
_ x+y+3+2(/(x+5)(y—3) =49 

Jdmie (x-2)(y +5) =49 
Trừ từng vé: 
ý(x +ð)(y — 2) =J(x— 9)(y +5) ©(x+5)(y 2) =(x~—2)(y +5) 
““Ở 2x—10 = xy+5x—2yT— 10 >x=y. 


số 2 82 


# 


Ví dụ13: Giải hệ phương trình: | 


[hay vào một trong hai phương trình trên. ta có 2x + 3 + 2x” + 3x~10 =49 
J x<23 
Ìx?+3x—10=(23-x)? 
Vậy hệ phương trình:có nghiệm là x = y = l]. 
3 ) 
ty =Ì 


x?+3x—10 =93~—x © =l1 


Ví dựl4: Giải hệ phương trình: 
x”+y° =1 


Giải 

3 3— 1 

uế)-lóng È)_ 2y pli0mng hình (2) suy mm -l<x,y<1 (3) 
xtty!=1l (9) 
F Nếu x < 0: từ (I) y°~1-x">1=>y>1,mâu thuẫn với (3). Vậy 
0 <x <1, tương tự cũng có 0 < y <1. Trừ từng về (1) và (2): 
(x°~x!)+(@°~y!)=0© x'1~x)+ y'(1-~y)=0 (4) 
Do 0 <x, y < Ï nên (4) tương đương với hệ phương trình: 
x”(1—x)=0 

: =(x=y=0),(x=y=1),(x=0.y =1),(x=1,y=0 
(099 s&=yz0i=y1)(x=0=1)(x= 1y =0) 
Thử vào (5) chỉ lấy được : (x = 0, y = 1) và (x= 1,y =0) 


Em 
Ví dụ15: Giải hệ phương trình: x°+y” + J2xy =842 
x+jy=4 
Giải 
xa = 
Đặt: u=vx >0; v=y>0 ta có hệ thương tì | taSêu +V2uv=83, 
u+v=4 


Đặt S=u+ v; P=u.v thì hệ phương trình trở thành: 


8=4 
- Ta có : 
IỄ ~9P)?—9P? + 2.P=8/2 (*) 
(Œ) œ> V9P?~64P + 256 + V2.P=8/8 c+ VP?~—32P+128 =8—P 
P<8 S=4 
© P=4. Vậy: 
mm. sứ na 
u, V là nghiệm của phương trình: t”—4t+4=0 @ tị =ty=2 
+ u=v=32 © jx=vy=3 œ x=y=4. 


Chú ý* Ta đã khử bớt căn thức nhờ đặt ân số phụ u, v. Mặt khác hệ đã cho là 
hệ đối xứng kiểu 1. Nên ta tính P để áp dụng hệ thức Viet. Các bạn có 


thể nhân hai về của phương trình (1) với 2 và bình phương hai về của 
phương trïnh (2) để dẫn đến x = y. 


A8 : 


# 


Vĩ dụ 16: Giải hệ phương trình: J ÝỶ ˆ Jy tjx~ýy =2 (1) 
dy+vx -jy- x=l 
Giải 


Điều kiện để các căn thức có nghĩa: |*>Ÿ 
y>wx 


Khi đó: (1) © 2x+2Vjx”-y=4 © jx°-y=39-x 


xs2 x<2 
SẼ 1a D © 
xˆ=y=x -4x+4 4x-y=4 


Mặt khác: (2) > 2y-2y”-x =1 © 2jy°-x=2y-—1 


. Ác. 
“la 8 S—: NẴNG : 
4y°—-4y+1=4y?°—4x 4x-4y =-—1 
dy<x<29 
1ï 
: _ «. JY>X;y>— _T8 
Hệ phương trình đã cho tương đương với: — P 
4x-y=4 y=n 
4x-4y=— 


Chú ý: Với nhiều hệ phương trình, các bạn phải biến đổi các biểu thức vô tỉ 
để đưa các phương trình trong hê phương trình về dạng dơn giản hơn, 
nhưng phải đặt điều kiện để phép biến đổi không làm thay đổi £ . 


x+\x°-y° R—.-t=d _ỠyP 0) 
Ví dụ 17: Giải hệ phương trình: 4 x— jx” — y” _. _y" m 
x(x+y)+jx” +xy+4 =52 (2) 
Giải 
Điều kiện đẻ các căn thức ở (1) có nghĩa: x? > y? 
Các mẫu số khác không «> y #0. Vậy: 0<y” <x”. 
= 2 ã < 2 
KHidô (De HE c0 cu 
=@W -y), x-@=y) 4 
cv 2(2x”—y hj_HẾ 
4 


y? 


© 16x?—8y? =17y” 


ở 8 16 ; 4 
© 16x°=95y? œ y°=—X” © y=‡—X 
_ ù 25 _ 5 


98. 


s lổ ạ „ _ h 
(Do y” =——x” nên thỏa mãn x” >v”) 
25 


` 4 x 8 s L 
Trường hợp Ï: =.x thay vào (2): Sự t—x°+4=52 
. b) 3 
9 u<52 
Đặt ~x? =u>0 tacó: Va+4=52—u 63 Ị 
5 |u+4=u?—104u +53? 


.. ©® u=4ð S vz4Ð < xe46 
“ke — 105u + 2708 = ö 5 


Do đó: , .=. 
y=4 |y=-4 


Trường hợp 2: y =ủ thay vào (2): ự + |=x? +4=52. 
ỗ 5 5 


“b5 Ẫ h 
Đặt mx =u>0, tương tự trường hợp l ta có: u= 45 


có 


=° XP 46 © x°=295 œ x=+#lö, 


Do đó: _.. : _ 


y=-19' |y=12 
Tóm lại hệ phương trình có bốn nghiệm: 
(x;y) ={(;4); (—5;~4); (15;—12); (— 15;12)} 
Chứ ý: Ö thí dụ trên, ta đã sử dụng biểu thức căn liên hợp để khử căn thức ở 


mẫu. 
(x? +xy+y“)jx? + y? =185 
(x?—xy+y°)\jx”+y? =65 
: Giải 
Cộng từng về của hai phương trình ta được: 
2(x? +y”)\|x? +y? =950 ©> (jx?+y?)) =125 «> jx?+y? =5 
(25 + xy).5 =185 


Thay vào hệ phương trình: le — xy).5 =65 © xy=l2. 


Ví dụ18: Giải hệ phương trình: 


x?+y? =95 


Ta có hệ phương trình: 
xy =12 


h dàng giải hệ phương trình đối xứng này đẻ dẫn tới nghiệm: 


x..=8 .= sở TẾ, x=-4 
byh TẾ, y=-3 
A 99 


Dạng 5: Hệ phương trình có chứa tham số 


: =Ĩ 
Ví dựụl: Tìm m đề hệ phương trình sau có nghiệm: vời w 
XvXx +Yy\Jjy =l-3m 
Giải 
Đặt u=ýx;v=y, u>0;v >0. 
+v=l yz 
Hệ phương trình đã cho trở thành: b â ®% t Ẽ 
u"+v ` =l-3äm uV =mì 


© u, v là hai nghiệm của hệ phương trình: t—t+m =0 (**) 
Hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y)©> hệ (*) có nghiệm 
u>0, v>0 & Phương trình (**) có hai nghiệm t không âm. 
A=l-4m>0 
© $S=l1>0 © 0<m< bì 
P=m>0 b 


2 
Ví dụ2: Cho hệ phương trình: I +# "eB0T 
xy+y” =m(x—]1) 
a) Giải hệ phương trình khi m =~—1 ' 
b) Tìm gía trị của m đề hệ phương trình có nghiệm duy nhât 
Giải 
: : „.. |Xy + x? = m(y —1) 
Hệ phương trình tương đương «ai sïn 

x”-y  =m(y-x) 


~=y 
xy + x” =m(y —1) KÝ k 
.- y=-x-m 
LRhàe" 
a) Khi m =-1 hệ phương trình trở thành 


00) 


x=y 1 
29x?+x—1=0 sp) 
=.. 1 
y=-x-m kuổ 
0=0 = 

+ 


=y h 
: (I) có nghiệm duy nhât © (*) có nghiệm 


ly đổ = b 


2x”—mx+m=0 (*) 
£ 5 =Ũ 

duy nhất  A=0c»> m”-8m=0 œ |” 
m=8 


Khi m=0 hệ phương trình (II) thỏa mãn với h : 
y„=x 
Khi m=8 hệ phương trình (II) vô nghiệm => hệ phương trình ban đầu 
có nghiệm duy nhât. l 
Ví dụ-3: [ìm giá trị của m đê hệ phương trình sau có nghiệm x > 0,y <0 


{2x-3y=m _ 
‡ Ø) 
|15x-3y =3 
Giải 
Ta co: 
_m+3 x.mt3 _m+3 
+ „,Í2x+8y=m _ |” "1 =r “hưu 
Œ)© c© = = 
17x=m+3 2(m+3) 15m—6 ðm-2 
3y=m-———— 3y= = 
1 17 17 
m+r3 
SA đi 2! Z.-ẤY n 0 350 
Giải hệ bât phương trình : TT vụ u TY xà 
y<0 5m~—2 5m—2<0 
<0 
17 
m>-3 9 
= 9 -3<m<—. Các giá trị trên của m làm hệ phương trình 
m<< 
5 
đã clo có nghiệm x >0, y <0. 
& a+l)x-y=Ð 
Ví dụ4!: Cho hệ phương trình: ì xưÀi Œ®) 
ax+y=a 


a. Giải hệ phương trình với a =—V2. 
b. Xác định giá trị của a để hệ phương trình có nghiệm duy nhất thỏa 
mãin liều kiện x + y > 0. 


Giải 
, 1)x—y=3 
a. Với;=—⁄2 „ được hệ phương trình: (+2+1x-y 
-J2x+y=a 
n sa ( 8-2 .21+2) 
Giải :a đ hi ———-!- 
;iải :a được ngợi " TH 


A8Ú " 


b. Cộng hai về ta được: (2a +1)x=a+3 (1) 
Hệ phương trình (*) có nghiệm duy nhất > Phương trình (1) có nghiệm 


duy nhất» 2a+1#0 = Xét _. ta có (I) có nghiệm 


##3 su a+3 a?-9a 
_= . Từ đó y=a-ax=a-a. = 
2a+1 2a+1 2a+l 
TP. II: _ , a+3 a?°—~9a 
Vậy nêua #—— hệ có nghiệm duy nhât: x = ¬— Ề 
si 2 , s& xi : 2a+1 , 2a+1 
lu S31 
Ề (a-c)”+— 
6t ƑÐ!”. 7 4 xúeødgrlsi0 ha ga~o 
2a+l 2a+l £ 
Bài tập vận dụng 
te _ NỈx =9 
1. Giải hệ phương trình : sử % () 
+ xÍy =6 
+3x 


|2x— v|—2|y - x|=1 


(1) 
32x y[+|x— y[=10 


2. Giải hệ phương tin 


B.#Nu Mệ dương thí | 2S “à 
xy—x? +xy =1 
x? -y\jx.y =36 
y?—x\jx.y =79 
8~(y+1)`=xX-y 
x+8y=vx-y-9 


4. Giải hệ phương trình: | 


5. Giải hệ phương trình: | 


—1=l 
6. Giải hệ phương trình: 4 YŠ * Ÿ 
Jx-y+2=3y-3 
5 ð _1 
1. Giải hệ phương trình: hà, ` 
x`+y =xX+y 
2 2 


=1 
8. Giải hệ phương trình: | gi kệ 


9. Giải hệ phương trình ¬ š 
xố 


a8É 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


„ Giải hệ phương trình: 


„ Giải hệ phương trình: 


¬ s '~3x=y”-3y 
Giải hệ phương trình: , = v 


|x° +y°=1 
1 { 
Số so naa : X ÿ =1 
Giải hệ phương trình: s 
|xẽ +y°=l1 
[x+y=4 


Giải hệ phương trình: 4. : 
mm... 
: 2)(2 =9 
Giải hệ phương trình: _ ái đây la 
Xx”+4x+y= 


G Íx+y=l1-2xy 
Giải hệ phương trình: „ `, s 
Xế+y =l 


jJx+y-djx-y =9 
Vx°+y? +\jx?—y?= 
x°-2xy+3y °=9 (1) 
2x? -13xy +15y? =0 (2) 


Giải hệ phương trình: | 


Giải hệ phương, thị 


—:Á =8 _ ? 
Giải hệ phương trình: «ng 
xy=2+x 
(2x+ ly —B(4x? - y*) +6(2x - y)? =0 
Giải hệ phương trình: 


2x+y+ ¿ =3 
2x—y 


X+xy+y=l (1) 


Giải hệ phương trình:4y+y2+2=4 (2) 
z+Zzx+x=9 (3) 
3 Ñ ~ 

„ Giải hệ phương trình:|* ®Ÿ' =8 
X+y+2xy=2 


X(x+y+1)=20 q) 


y(x+y+1)=10 


1+xỶy° =19x? 


y+xy? =-6x? 
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23. Giải các hệ phương trình: 


1-x 2y+1_ ".. 
ty {2y+r `Ý 1—x l& nh 7|=|Pr~1| 


x-g=Ì y+l=2x 
NV, 
x+3y+z=-2 TT 
24. Giải các hệ phương trình: a.jx-y+9z=9  b.jJl1,1_¿ 
z=3x . 
+ TL 
z X 


2x—3y =9m +6 
K-y= vVm +9 

a. Giải hệ phương trình với m =4. 

b. Giải hệ phương trình trên sao cho x + y nhỏ nhất. 


25. Cho hệ phương vin| (m là tham số, m > 0 ) 


26. Cho hệ phương trình: h S -ảNG 

~ax+y=a 
a. Chứng minh hệ phương trình luôn luôn có nghiệm duy nhất với mọi a. 
b. Tìm giá trị của a để hệ phương trình có nghiệm (x;y) sao cho 
&<l; g<l. 


(a+1)x—-ay =5 


27. Cho hệ phương trình: | . Tìm giá trị củaa e Z sao cho hệ 


x+ay=a?°+4a 
phương trình có nghiệm (x; y) với x, y e Z. 
28. Giải các hệ phương trình: 


y-2|x|+3=0 |x+1|+|y—1|=5 |x+v|=1 
` Ẳ c. 
` |y|+x—3=0 |x+1|=4y~4 |x|+|y|=1 
29. Cho hệ phương trình: J2MshiN =0 
ax+y=a 


a. Giải hệ phương trình khi a = —3. : 

b. Xác định giá trị của a để hệ phương trình có nghiệm duy nhật thỏa 

mãn điều kiện x + y >0. 

2x+my=1 q) 

mx+2y =1 (2) 

a. Giải và biện luận theo tham số m. : 

b. Tìm số nguyên m đề hệ phương trình có nghiệm duy nhât (x; y) với x. 
ylà ô nguyên. 


30. Cho hệ phương trình: | 


—— 


lợp 2 


c. Chứng mỉnh rằng khi hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x: y), điểm 
M(x; y) luôn chạy trên một đường thăng cô định. 


4x-4y+2z=1 
3 xà Ác 


_- 


„ Các sỐ không âm x, y, z thỏa mãn hệ phương trình: 
8x+4y+z=8 


a. Biểu thị x. y theo z. : 
b. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của biều thức A =x+y—z. 


F ty+Zz=l (q) 
32. Giải hệ phương trình: 2x+ 9y + 4z=8 (3) 
[x+3y+9z=27 (3) 


J(m-1)x+y=3m-4 

\ x+(m-])y=m 

a. Giải và biện luận hệ phương trình theo m. 

b. Tìm các giá trị nguyên của m đề nghiệm của hệ phương trình là các số 
nguyên. 

c. Tìm các giá trị của m đề hệ phương trình có nghiệm dương duy nhất. 
4x-4y+2z=1 
8x+4y+z=8 


33. Cho hệ phương trình với tham số m: 


34. Các số không âm x, y. z thỏa mãn hệ phương tình:| 


a. Biểu thị x và y theo z 
b. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của biểu thức A=x+y—z. 

35. Tìm trên trục tung các điểm có tung độ là số nguyên, sao cho nếu qua 
điểm đó ta dựng đường vuông góc với trục tung thì đường vuôhg ĐÓc ây 
cắt các đường thăng x+ 2y =6(d) và 2x- 3y =4(d) tại các điểm có tọa 
độ là các số nguyên. 

36. Tìm trên trục hoành các điểm có hoành độ là số nguyên sao cho nêu squa 
điểm đó ta dựng đường thăng vuông góc với trục hoành thì đường vuôn 
góc ấy cắt cả ba đường thăng sau tại các điểm có tọa độ là các số 
nguyên. x — 2y = 3(d¡),x - 3y = 2(d,),x =5y = =7(dạ). 


Hướng dẫn và đáp số 


1. Điều kiện : x,y>0. Nhận xét với x = 0,y = 0 không phải là nghiệm của hệ 
phương trình (I). 


1- ¬ = X.ã (9) 
+ủøXx 
Hệ phương trình (I) Ÿ * 
12 6 
1+ =—= (2) 
y+3x V 
3 1 
Cộng t„ theo về ta được: 1=-=+-—= (3) 
vy Ýx 


A8( b 


: : 3 
Trừ về theo về ta được: ———— 4 
bẾ đc Ca M1 œ6 


Nhân (3) và (4) về theo về ta được: 


bói “ — =sil®— y)(6x + gộ=04s ấx = giới) 
y+äx y Xx 
Thay (5) vào (1) thu được In: đến đây giải ra ta được x =4 +23 
suy ra y=12+ 6⁄3 . Thử lại đúng. 
: =4+9 
Vậy ta có cặp nghiệm duy nhất x=4+28 
y=19+6/3 
Cách khác : Ngoài cách trên ta còn có cách khác: 
Đặt == =a. Ta có (1-a)x =9 do đó 0<a <1. 
3đx+y 
2 4 
1)©vx=——©x= 5 
ú) l-a q-a} 
6 36 
3 =—-©y=— . 
(8) d FYXaêu q+a)? 
Theo cách đặt a ta suy ra : 
19 19 886 T2 1 W 1 


3x+y=—© >;i—=—c +———=- 
.. (1-a)? (1+a# a (1-a) (1+a)} a 


co a4 —4a5 +28” ~4a +1=<0 a2 +~T—4(a+^)+8 =0, 
: a a 


F t=0 h s 
Đặt :t=a + ˆ suy ra |t|> 2. Ta có : ứ~t=0el : dễ tháy t= 0! loại. 
a = 


a=9+43 
a=9-v3 


Đối chiếu điều Thi ta được a=2— v3 thỏa mãn. 


¬ =4+23 


 .. 
a 


. Thử lại đúng. 


.ưC, =12+6/3 


2, 6)2| 


a) 


= 
6|2x-y.+2x—y =20 


Hệ có nghiệm (x,y) là: (2;1), (4:5), (—4;-5), (—9;—1) 


Hệ phương trình: | ` 
xŸy—x”+xy =1 


` 


Đặt u=-—x” +xy; v=xỶy. 


3 uc =-u+l 
Hệ phương trình (1) thành lR LẺ, =. \ ni 


u+v=l 


Do đó hệ phương trình đã cho tương đương: 


lẫy: xo y=x =1 
xŠy =1 Vw ` 
-x? +xy =l HP ,MhÉt 
vần x?=-1(VN) ` LÚ=-l 


[ 2x-y=3 
x-y=l 
(2x-y=3 
l2x-y|—2y-xl =1 2x-y=3 x-y=-—l 
| x-y|=l TU N 
x-y=l 
2x-y=-3 
y—x=l 


Íy!.. 3v + x?v? =1 CS) 2 3w=1 
XỈV+XÍY _ ... 
(—x” + xy) + xŸy =1 


II Ủj II II II 
€œt > 


$4 x» *s & << %& ` M 
II 


—..- 


[ f8 da j 
m t9 Ơi > 


Về trái của các phương trình cần được phân tích ra thừa số. Vì vậy không 
thể không áp dụng định lý về căn của một tích. Hệ phương trình đã cho 


tương đương với tuyển của 2 hệ phương trình: 


x»>0;y>0 


Jxdx° ~ Jy" )=36. Vì về trái của các phương trình trái dấu nhau hoặc 


vy(ly° -x")=72 


có thẻ nhận giá trị 0 nên hệ phương trình trên không có nghiệm. 


A6 
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x<0;y<0 
b) J (x)Q|(-x °)+J(y”))=36. Từ đây =H ;\j-y =2J—x, thav vào 
ý(-y)(Cj(-y`) + j(—x)”) = 72 


phương trình, ta nhận được jJx*= 4, hay x =~2 (vì chỉ xét x<0). Từ đây 
có y= 8. Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (—2; 8). 
5. Ta viết phương trình thứ nhất của hệ phương trình thành: 

~(y +1} =JjJx-y~3=x=y-=3<0<30<x—y<9 nhưng từ phương 
trình thứ 2 của hệ phương trình, ta có x-y-9>0 do đó 
x-y=9=x=y+9. Thay vào phương trình 2 của hệ phương trình, sẽ 
được: y+9+8y =0 = y=-1 và ta được x=y+9=8. Vậy hệ phương 
trình đã cho có nghiệm (8: —1) 


1 


6 X+y-l=l x+y-l1=l x+y=2 
k =© = 
Jx-y+2=2y-3 wWx-y+2=2y-2 \jJx-y+2=2y-2 
1 
= ”Ă 
Jm Thu xế làn: 
© {x+y= — 
⁄2x=3—9x 3 
2x?—-5x+92=0 y=c 
7. Phương trình x°+y) =x!+y! ©x!(1-x”)+y!-y")=0 
xe0 
Do xỗ +yŠ =1, ta có: x'.y° +y!.x? =0; x'y!(y+x)=0©|y=0 
y=—x 


Với y=—x © x” + y" =0trái với phương trình xŸ + y' =1 (loại). 
Với x=0—>y=l1. Với y=0—>x=l. 
Hệ phương trình có 2 nghiệm (0; 1) và (1; 0). 
8. Từ phương trình (1) suy ra —1 < x,y <1.(3) 
Từ hệ suy ra (x? =x')+(y? - y')=0. Do (3) nên về phải của (4) là tông 
bộ _x '=0 
—y°)=0 
=(x=0,y=0),(x=0,y=1),(x=1,y=0),(x=1,y=1). Thử lại ta thầy 
(x=0,y=]),(x= 1,y = 0) là nghiệm của hệ phương trình. 
9. Do y =0 không thỏa mãn hệ phương trình nên đặt x = ty ta được: 


". = 


của hai số hạng không âm vậy từ phương trình suy ra f, 


(t- 1Ÿ vì v8 


AHE” " he. ..T (4) 


Giải phương trình (4)<» 2(L +t +1) = 19 =1) 


©9t2-17t+21=0o| „  Ÿ18` Ÿl8 


xỞ—-8x=y?°-3y (x-y)(x? +vỶ + xy- 3)=0(1) 
10. © 


xổ + yÖ =] xổ +yÊ =1 (3) 
. Jy=0 1 
8]HMOBE + g2 ©..Cx=y=‡+— 
x ty =1 W2 
b) Hoặc x°+y?+xy=3 (3) 
— |x®+y° =1 (4) 


Từ (4) suy ra |x|<1.|y|<1 => x” <1,y” <1,xy <1 
3 — 8 — 


Vậy (3) (4) =k sài 
x+y 


+Y = 


=1 = 
& vô nghiệm 


11. Từ hệ phương trình suy ra điều kiện cần là 0 <x”,yŸ <1. 

x'1-x?)+y!q1-y?)=0 (1) 

xi+y!=1 (2) 

Do 0<x?y°<1 nên phương trình (1) dẫn tới hệ phương trình 
x'1—x?)=0 đa) 
nà -y?)=0 Œb) 


Hệ phương trình (1). (2) có hai nghiệm: x, = y¡ = 
Trừ từng về ta được: | 


. Kết hợp hệ (1a). (1b) với phương trình (2) ta được 


_Ỷ 1, Z=0,ýy =+l 
các nghiệm của hệ phương trình "Ì y 


x+y=4 (1) 

12. 2 2 3 : 

(x? + y?)(x) + y') = 280 (9) 
Thế x? +y? =(x+y)}” ~9xy =16~ 9xy 


#=zl,y=0 


xì ty) =(x+ y)(ŒŸ ~ xy + yŸ) = 4(x + y)Ÿ ~ 3xy) = 4(16 ~ 3xy) 

Vào phương trình (2) ta có: 

(16- 3xy)(16 -3xy) = 70 © (8 - xy)(16 - 3xy) = 35 

«>3(xy)? - 40xy + 93 =0. Đặt xy = v, đễ dàng giải phương trình này ta 


được v = 3 hoặc 4= 
,„ 3 
gót li. 
$ạ 9€ 
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* Nếu v= xy =3,x+y= "`". 
;,= Y 


=e 


31 
h wv=—-=- D 
* Nêu 3 *Ÿ = 4xy >(x+y} vô lý. 
4=x+y 


Vậy hệ phương trình có hai nghiệm: J*°Ì. | .w 


|y=3 
(x” +2x)(2x+ y)=9 mị " MH 
(x” +2x)+(2x+y) =6 
=(x=1;y =1),(x=-3,y =9) 


13. Hệ phương trình Ẫ 
2x+y=3 


x+y=l-2 
14. Hệ phương trình > v - . Đặt x+ y=u,xy =v 
(x+y)°-2xy =1 
v=0 ` u=-2 
u”~2v-1=0« 3o| — hoặc 3 
=- = v== 
3 
=1 =0 1 
X+Yy X ớš X 
xy=0 ÿ= v=0 
x+y=-2 
b) 3 =4xy >(x+y)”,vô lý. Hệ phương trình này vô nghiệm 
xy=— 
P} 


15. Từ phương trình thứ nhất của hệ suy ra x+y >x—y = y>0, Vậy ta 
có điều kiện k : P_ Khi đó bình phương cả hai về phương trình thứ nhất 
xay 


\x?°-y? =x-9 


của hệ ta nhận được hệ tương đương 
x?+y? =6—x 


Giải hệ phương trình này bằng cách bình phương 2 về của 2 phương 


5 
x=— 
2 


y=w 


16. Dễ thấy rằng nếu (x, y) là nghiệm của hệ phương trình thì x z 0 và y z0. 


trình ta nhận được nghiệm 


Đặt Ý =L©> y = Lx, từ (2) ta có x?(2—13L+ 15t”) =0 
X 


© 15t? -13t+2=0(do x#0) co L=E hoặc = 


110. 


4 lối v4. 3 ¿ 
* Với t= 8: từ phương trình (]) ta có: 


5 ` Đo „ x=33 
x'(:~2t+8t”)= x" 5+ 2)= x=9Ằ© 
3 y=tx=#+2 


* Vơi t “s từ phương trình (1) ta có: 


5 
"nai 7 (x, y cùng dấu). 
ð 25 25 — 
= 


Hệ có 4 nghiệm: (—3;—2):(— 3;2) 
C5-8hCcy:~g)88)CE: j8) 
17. Xét phương trình thứ 2 của hệ phương trình ta có: 


: 2 
xy=2+x” >Ũ © xy#=>y= 


2 
*Š_, Thế vào phương trình đâu ta có: 
X 


N -3|= 8- —y 


lm esx° | ~3|=8x? ~(ø+ x?} 
>-" _ sự =x? skt: SmehjiNodadodie 


khix= PT ca di “=0 Dikhix= =5 => y2” =-22 
X 


Ẫ n =2 =— 
Kếtluận: hệ phương trình có nghiệm x=v2 : x=-2 
y=8/2 |y=-22 
18. Đặt: “Ra 
t=2x-y 
z=2t 
Ẹ F z=2t 1 
z? =5zt +6” =0 sâu 3t+ =3 
Hệ phương trình trở thành:) — RẺ. 
z+—= 4) z=öL 
z+-=3 1 
k 3t+—=3 
ñ 
z=2tL 
ø= 9È teil hệ 
912—3L+1=0 vi vờ 
=— €> te 
s=8t 2 tử" 
SỈ? -8t+1=0 z=3t ke 
¿ra VN 
Ln 
ẠC 1 
F4 


3 

b z=2 2x+y=2 HN” 
~ 2x-y=l | 
Yy=— 

2 

z=1 2x+y=l .. 

° ]l # 1 4© , 
t=— 2x-y=— 1 

2 2 vn] 


3.1 
tạ) 


. R + 31 
Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm (x,y) là:(Š;—) và (Ô; 
ậy hệ phương trình c nghiện (Xý) ĐMC ;U) 1ã Cị 


19. Cách I: (1) © x(y+1)=1-y 


c 9—z 
= 1+y;(3) lã s3 SE e (y,z #—1) 
yz-—l Zz#—l 


© I-yZz+zZ-y=9-yz+9y—z (y,z#—1) 
© ðy-z+4=0 (y,z#-l) © z=4+õy (y,z#-—l) (*). 
Thể (*) vào (2) ta có: 


y+y(4+ð)+4+5y=4 © 10y+5y?°=0 = (yz1) 
*y=0 2x=l;z=4 *y=-2 => x=-3;z=-6 
Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm (x,y,2) là: (1,0,4) và (—3,—3,~6) 
(x+1)(y+1)=2 
Cách 2: Hệ phương trình tương đương với 4 (y + 1)(2 + 1) =5 
(z+1)(x + 1) =10 
(x+1)(y + 1)(z + 1) = 10 


3 2 “ 
bà 4412 22 là sáu, J2Me=gE kưệ Ben 


z+1=5 x=l 
Trường hợp l:— +x+1=2  Jy=0 
y+1=l z=4 
x+1=-2 x=-3 
Trường hợp 2: => +y+1=-—1 c> $y=-9 
z+1l=-ð z=-6 


ABứ 


[x°+y*=8 
IỄ +ty+2xy =2 
x+y)(”+y`—xy)=8 * _tựj= = 
Â\ s6 \ )=8 _ luậu v) Ö ng u=x+y 
X+y+2xy=3 u+2v=2 V=Xxy 
| 2-u 2-u 
wx 


20. Hệ phương trình 


5 X= 
2 = 2 


|àu +3u”-6u-16=0 [(u—9)(2u?+7u+8)=0 
u=2 
v=0 


:lệ phương trình => 


Vì 2u°+7u+8>0 Vu (do A<0 vàa =2> 0) nên | 


SẼ: 
+y=2 v=2 
Suy ra : P ụ _— Ra 


0 =2 
v=0 
— 
= X=— 
y(x+y+1)=10 GuẾy : 
21.(1) © $x ñ © lly=° 
—= 3yˆ+y—10=0 3 
nã 10 
x=— 
3 
22. Diều kiện là: x # 0. 
1 
—+y)=l19 (C+y-8Ÿ(1+y)=r9 
Âc X X X ¿ 


1+xỶy° =19x” xổ 
+xy? =-6x? = ÿ ÿ ÿ 

hà êo -y+—=-68  |T(—+y)=-6 
X xX 


Đặt Ấn phụ Si uy = vta được: 
x b$ 
1 1 
u=l Ki = =— =— 
uỶ—8uv=19 _ .. ¿ l5 sử ° 
=8 Ầ Ă h 
uy= v=- T_-§ s=-sy =6 
X 
= 1-x 
23. a. Nhận xét: =1.Đặt =t»>0 
\2y+1 


Phương trình thứ nhất trở thành: t + : =3, giải rat =1. 


cu - 


1-x 
2y+l1 


Do đó 


=l1©l-x=2y+l]. 


_. : 2y=0 ă 
Ta có hệ phương trình: h h : viyệ —— 3 ;7 Vậy hệ phương trình có 
X 


y=—_ 
R Ề 2. 1 
một nghiệm: (—;——). 
ðEnghiệm: ca) 
b. Chú ý rằng: a|=|b|> a =#b.Hệ phương trình đã cho tương đươrg với 


hai hệ phương trình sau dây: m P421 ;ilkc hoặc [TẾ Dollt sư 


y+l=2x y+l=2x 
Giải tiếp ta được 2 nghiệm: (š:2)5:s} 
5 5/\8 38 


4x+ä3y=-2 
7x-y=9 
Giải hệ trên ta được: x =1, y = -3. Từ đó tìm được z =8 
Nghiệm của hệ đã cho: (1;—2;3). 


24. a. Thế z = 3x vào hai phương trình đầu được: | 


b. Cộng từng về 3 phương trình rồi chia hai về cho 2, ta được: ch : 
X W 0 


Trừ từng về phương trình trên cho mỗi phương trình đã cho. Đ:p SỐ: 


+) 
2 3 
25.a. Vớim =4 = m =4 =9, vậy có hệ phương trình: 
2x-3y =10 2x-3y =10 -x=-2 x=2 
= Ầ© Ầ 
x-y=4 3x-3y =12 x-y=4 y=-2 
è 2x~3y = 2m +6 _ 2x-3y =2m +6 NIÊN: 
, x-y=vm +3 2x-9y =9m +4 x=vm 
Do x+y=m -3>-9 (vì /m >0) nên min(x+ y)=-9 khi m=). Do 


đó với nghiệm của hệ phương trình là la : ` thì (x + y) nhỏ nhất. 
`Á =~. 


26. a. Nếua z 0thì hệ phương trình đã cho tương đương với hệ phươngtrình: 
ax+a°y=a (a#0) 
-ax+y=a 


. Cộng về với về hai phương trình trên được: 


1— 


] 


g t#ị 


(a”+1)y = 2a © y= _ (vì a” +1z 0). Từ đó tìm được x = 
: a +] 


~z⁄2 


g 
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Nềua = 0thi nghiệm của hệ phương trình là (0; 1). 
Vậy với mọi a hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất. 
1=#Ẻ 


‹> 2a °>0 œ a#0. 


(a-1)”>0 €6 azl1. 


Vậy vớia z 0và a z 1 thì hệ phương trình thỏa mãn điều kiện bài toán. 
27. Cộng về với về của hai phương trình: (a +2)x=a? +4a +5 (1) 


a”°+4a+ð 


Nếua+2 +0 haya z-2 thì ——. nghiệm duy nhất của (1). 
a+ 
KẾ: s2 vn a”+ña”+4a-5 ¿ 
Từ đó tìm được ý =——————————— Iiều a #0. 
a(a +2) 
2 
Trước hết ta tìma e Z sao cho xe Z: mổ TU ygj—S.. 


a+2 a+2 
Để xe Z thìa +92 phải là ước của 1, suy raa +2 =+1, từ đó a =-3;~—1. 
Vớia =—3 thìy £Z. Vớia =-1 thìy =5eZvàx=2cZ. 
Nếua =3 hoặc a =0 thì hệ vô nghiệm. Vậy hệ có nghiệm 
nguyên © a = —1. Ngoài ra với a = -1 thì nghiệm của hệ là (2;5). 
y~2|x|+3=0 
: LPha»N 
® Nếu x>0; y>0 thì ta được hệ phương trình: 
y-2x+3=0 
'WpgizeLÐRT Tọ! 


28.a 


® Nếux>0; y<0 thì ta được hệ phương trình: 
y-2x+3=0 

¡ EetE-gel suy ra x=0,y=-3 

® Nếu x<0; y>0 thì ta được hệ phương trình: 
y+2x+3=0 

_HAond-es suy ra x=~6,y=9 

® Nếu x<0; y<0 thì ta được hệ phương trình: 
y+92x+3=0 

_8ÐpbfPRE3 suy ra x=0,y=-3 

Từng cặp giá trị trên đều thỏa mãn các điều kiện nêu trên, đó là 4 nghiệm 

của hệ phương trình đã cho. 
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b. Từ phương trình thứ hai của hệ: 4(y— 1) =|x + 1> 0ta suy ra hệ phương 
|x+1|+y—1=5 h3ê-c-ăn 


trình đã cho tương ứng với: 
|x+1|=4y—4 


|x+1|=4y—4 
Từ đó suy ra -y+6=4y-4; y=9. 


Thay giá trị này vào phương trình thứ hai của hệ phương trình, ta dược 
|x+1|= 4, do đó: Nêu x+1= 4thìx =3. Nêu x+1 = -4 thì x =—5 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (3:2); (—5:2). 


c. Từ phương trình thứ hai suy ra|x| < 1 và |y|< 1, đồng thời x và y hoặc cùng 
dương hoặc cùng âm. 
Giả sử rằng x>0 và y>0 khi đó hệ phương trình đã cho có thê viết: 


x+y=l : h § 
| học ì Từ đó với những cặp sô dương có tông băng 1 thỏa mãn hệ 
x+y= 


phương trình đã cho, chăng hạn cặp (0;1); cặp KH : cặp (0.1:0,9):.... 


Trường hợp còn lại tự giải. 


E 1)x-y=3 
29. a. Thay a =—⁄2 vào hệ phương trình, ta được: (¬2+1)x-y 
“.¬.. 
bi : s—⁄2 2+92/2 
Giải ra được nghiệm x = Hán $ 
Siêu 1-2/8' 1-28 


b.. Dùng phương pháp cộng đại số, ta được: (2a +1)x=a+3 


Với 2a +1 #0 hay a # - s thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất là: 


a+3 a+3 TỶ 
_— Ð 1 dong (° 5)” 
2a +1 xÉ 2a+ Si ty = = 
a+3 a?—9a 9a+1 2a+1 
y=a-a—— |y= 
2a+1 2a+l 


x+y>0€s 34 +1>0€sa >~ố, 


30. a. Từ hai phương trình ta suy ra: 2x + my = mx + 2y  (m - 2)(x~ y) = Ú 
Nếum =3: hệ phương trình có vô số nghiệm. 
Nếum #2 thì x = y, thay vào phương trình (1), ta có: 


9x+mx=l «& (m+2)x=l 
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31. 


32. 


33.a. Với m+ 0, m#2, hệ có một nghiệm duy nhất: tNG 


Nếum = ~9: hệ phương trình vô nghiệm. 


Nếu m # -2: hệ phương trình có nghiệm duy nhất: Ta hi 2 
xả m+2 
Khim + +2, hệ phương trình có nghiệm duy nhất: x = : : ` ệ 
m+2 m+2 


m+2=-l m=-l 


Ề " +9=1 ễ =-8 
X,y nguyên <©> m+2<> = 
Khi m z +2, hệ phương trình có nghiệm duy nhất và điểm M(x; y) thuộc 
đường thăng cô định y = x. 
8 .=. và 
: MẸ” 4 


b. Dox>0, y >0 nên -2 <z<3.Do z>0nên0 <z<3 


3-2Z Z+12_ _Ð-4z 
4 4 4 


A nhỏ nhất © 5 4z nhỏ nhất © z lớn nhất z =3 (vì 0<z<3). 


Biểu thị A theo z: A=x+y—z= 


F 1 
Rullôx=S, về, k=S, 
4 2 4 


Lấy (2) trừ đi (1) ta có: y +3x =7. Lấy (3) trừ đi (2) ta có: y =5z = 19 


+3z =7 =1l1 
y " m 


„ta có: 
y+5z=19 z=6 


Giải hệ phương trình 
Suy ra nghiệm của hệ phương trình là: x =6, y =—11, z=6. 


_““a 
xu 


Với m = 0, hệ vô nghiệm. 


Với m= 2, hệ vô số nghiệm: (x:2- x) với xeR. 


b. Với m=l thì nghiệm là (1;—1). Với m =~—1 thì nghiệm là (Š; 3). 


c. Đáp số: 0 hoặc m >2. 
A6 “ 


Với m = -2 thì nghiệm là (4; 2). 


Với m = 2 thì nghiệm là (x;2- x) với x 6Z. 
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34. 


3-—z z+2 
xự= 


ñ. XE HỆ 
4 4 


b. Do x>0,y >0nên -2<x<3. Do z>0nên 0<z<3. 


36. 


HẾ 


Biểu thị A theo z ta có: sai TC a6 „ =£ 
4 4 4 
A nhỏ nhất e>5 - 4z nhỏ nhất e>z lớn nhất >z = 3. 
Khi đó x=0,y=Š,A =—ˆ. 
£ 4 si . 
A lớn nhât 5 - 4z lớn nhât > z nhỏ nhât  z = 0. 
°ÔỌ ÐÔÔÒÔÔÓÔỎ JÍÍ v 
BẠN san : R 
„ Giả sử đường thẳng y = a cắt d 3¬ tai (eạai 
và d` theo thứ tự tại các điểm có ai : TxSằưẽï nh 
hoành độ b và c. Cần tìm số : : J0 
nguyên a sao cho a, b, c là các số _ ”(y 2 6c ˆ sra Ta 
z ` - |b+2a=6 ? : 
ñguyênthôamfãn 4 ˆ“ ˆ ——- 2 le=-e==es=—=e===ee..r=.<E F 
2c-3a =4 c3 


Ta tìm được: e=3k-1,b=10-4k,a=2k-2 (k nguyên). Trên hình 
tương ứng với k bằng 0, 1, 2 ta có a bằng -9,0,3. 

(hình) Giả sử đường thẳng _x = a cất các đường thăng d1, d2, d3 trị các 
điểm có tung độ theo thứ tự là 
b, c, d. Cần tìm các số nguyên 
8 b œ d sao cho 
a-2b=3,áa-3e=2, 
a—5d =~7 .Muốn vậy, a tìm số 
nguyên a sao cho: 

A chia cho 2 thì dư 1 (1) 

a chia cho 3 thì dư 2 (2) 

a chia cho § thì dư 3 (3) 
BCNNG@, 3, 5) = 30. Gọi 

a =30k +r với k, r nguyên, 0 < r < 30. 


Từ (3) ta có r e {3; 8;13;18; 23; 28} 


Do (1) nên r là số lẻ, do đó r e {3;13;23) 
Do (2) nên r chia cho 3 dư 2. vậy r = 23. Do đó a =30k + 23 (k ngưiên). 
Trên hình ứng với k =—1 ta có a= ~7, ứng với k = 0 ta có a = 23.S 


N..ự 


Phương 4. Phương trình nghiệm nguyên 


Ví dụ I: Tìm nghiệm nguyên x, y của phương trình x” - xy =6x—õ5y —8(]) 
Giải 
xứ -6x+8 


Ta có: (1) © x?”-6x+8=y(x-5) (2) © _ 20D”: (W xe 
+= 


3 
x5 
Vì x,y nguyên x—5 e {-1;1;3; -3} hay x e {4; 6; 8; 2} 
s _ Khi x=2 thì y=0 
s _ Khi x=4 thì y=0 
« Khi x=6 thì y=8 
se Khi x=8 thì y=8 
Vậy các nghiệm nguyên (x; y) của (1) là: (2; 0), (4; 0), (6; 8). (8; 8). 
Ví dụ2: Chứng minh rằng nếu p là số nguyên tố lớn hơn 3 thì (p —1)(p + 1) 
chia hệt cho 24. 


không là nghiệm của (2))> y=x—1+ 


Đề thi HSG lóp 9 tỉnh Phú Thọ năm 2003-2004 
Giải 
Vì p là số nguyên tố lớn hơn 3 nên p là số lẻ, không chia hết cho. Do đó 
p= 2k + I(keZ, k>]) suy ra 
A =(p-—I)(p + 1) = 2k (2k +2) = 4k (k + 1) suy ra A chia hết cho 8 
p=3h + 1(heZ,h> 1) suy ra A chia hết cho 3. 
Vậy A =(p— 1)(p + I) chia hết cho 24. 
Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: xy — 2x — 3y + 1 = 0. 
Đề thi HSG lớp 9 tỉnh Phú Thọ năm 2003-2004 
Giải 
Ta có xy -2x— 3y +l =0 @&y(x—3) =2x— 1(*) 
Vì x= 3 không là nghiệm của phương trình đã cho nên 
2x—1 5 
CN mm 
Vì y là số nguyên nên 5 chia hết cho (x — 3), suy ra x — 3 nhận các giá trị 
+ l1; + 5.Từ đó ta xác định được hai nghiệm nguyên dương (x;y) của 
phương trình đã cho là (4;7) và (8;3). 
Ví dụ Ha phương trình nghiệm nguyên xŸ ~6xy + 13y? = 100. 


18 


Giải 
Ta có x” =6xy + 13y” = 100 © (x~3y)# =100 —4y?. Để phương trình đã 
cho có nghiệm nguyên thì 100-4y”>0s25-y? >0«>|y|<5. Mặt 
khác 100—4y” = 2”(25 - y”) phải là bình phương của một số nguyên, do 
đó 25—y” phải là bình phương của một số nguyên, suy ra y =0; y = #3; 
y=‡4;y=#+5. 
* Với y =0, phương trình trở thành x” = 100  x=+10. 
* Với y =3, phương trình trở thành x? —18x + 13.9 = 100 
X;=l 


©x”—18x+17=0< : 
X; =l7 


*_ Với y=~—3, phương trình trở thành x? +18x +17 =0 e2 | ¬ 
X;ạ=— 


* Với y =4, phương trình trở thành 
X;ạ =18 


x'-BÁx+108=0s x=1963| 
xo= 
* Với y=—4, phương trình trở thành 
xạ =-=6 

X;ạ =-18 

* Với y =5, phương trình trở thành x” - 30x + 225 =0 © x = 1õ. 

* Với y =— 5, phương trình trở thành: x” + 30x + 225 =0 © x =—15. 
Vậy phương trình đã cho có tất cả 12 cặp số (x;y). 


v'+8Ax+108<0csx=-10+6-5] 


Ví dụ5: Giải phương trình nghiệm nguyên dương xy + y2 + Zx = xy2+9. 


12 


Giải 
Do vai trò của x, y, z bình đăng nên không mắt tính chất tổng quát, giả sử 
răng x>y>z>1, từ đó =› xy + yZ +ZX < XV + XV + Xy =3Xxy = 3xXV > Xyz +2 
hay 3xy > xyz = 2< 3 do z là một số nguyên dương =.z=1,z=9, 
e Khi z = I, ta có xy+y+x=xy+2=x+y=9. Do x, y là các số 
nguyên dương nên x = Ì; y = l. 
e Khi z= 2 ta có xy + 9y +2x = 2xy + 2= xyT—9x— 2y +2=0. 
= x(y -2)-2(yT—2)—2=0 >(x—9)(y-9)=9. 
x~2=2 x=4 
Vậy phường trình đã cho có nghiệm x = y =z; (x; y; Z) = (4; 3; 2). 
2 la 


Do xềy>z>1, nên | 
y=3 


Ví dụ6: Chứng mình rằng phương trình _ 4 2 =1, không có nghiệm 
*K Ấy y 


nguyên dương. 
Giải 
Do vai trò của x, y bình đãng và x. y là các số nguyên dương nên không mắt 
tính chất tổng quát, giả sử rằng 1< x< y„ từ đó “>*=»- >-} >.È đo đó 
*x ÿ # W W 
"“.. nếu... hs... n6... .. 
SUY Fa -T-+—+-,<„~>i<-,„>x <3, vì x là sô nguyên dương nên 
X W ý LT 


x = 1. Thế vào phương trình TP rà Ụ Từ đó suy ra 
ÃX 3% ÿy y 


phương trình đã cho không có nghiệm nguyên dương. 


Ví đụ7: Giải phương trình nghiệm nguyên dương đua =s : 
ÄŠ Ÿ 


Ta có tì. _ ng „ do x, y nguyên dương nên x 
xK y ð y+3 y+3 

nguyên dương khi và chỉ khi 9 chia hết cho y + 3, hay y + 3 nhận các 

ước của 9 là +3; + 9 từ đó suy ra phương trình có nghiệm x = 2, y = 6. 


Ví dụ8: Giải phương trình nghiệm nguyên dương ` + _AẸ + CS. : 
xšx Y 8 % 
Giải 
Không mắt tính chất tổng quát, ta giả sử x > y. Khi đó, từ phương trình 
Lê sinh Suy ra LG 0n S s. ly... 
x y 5 xy 3 Xx ÿy XYy ÿy XY XY XY VY 


Suy ra ÿ < 6.Thử trực tiếp các giá trị y = l, 2, 3, 4, 5 và do vai trò của x, y 
bình đăng nên các cặp sô cân tìm là: (x; y) = (9;4),(6;5),(4; 9),(5;6). 


Ví dụ 9: Giải phương trình nghiệm nguyên (x” + y)(x+ y?) =(x—y)Ÿ. 
Đề thi TS lóp I0 CT THPT Lam Sơn Thanh Hóa 2001-2002 
Giải 
Ta có (x? + y)(x+ y”) =(x— y) 
© x) + xy + xây? + y' =x" —-3x?y + 3xy? — y! 
©>2y° +x?y? -3xy? + xy +3x?y =0 
= dày ~3x)y +(x + 8x”) |=0 


thì phương trình có nghiệm (x: 0) với x là số nguyên. 


ÄP k 


sNếu y#0, ta có phương trình 2y? +(x”—3x)y+(x+3x?)= 0. Xem 
phương trình này là một phương trình bậc hai với ẩn y, ta có 
A=(x+1)x(x—8). Đề phương trình có nghiệm thì A phải là một số 
chính phương, nên x(x-8)=a” ®(x—4-—-a)(x—4+a)=16. Vì 
(x—4-a)<(x-4+a) và (x-4—a)+(x—4+a) là một số chăn. Từ đó, 
suy ra phương trình đã cho có nghiệm (x; y) =(9;6),(9;21),(8;10),(;1),(k;0) 

Ví dụ10: Tìm các số tự nhiên: 2 < x <y <Zz<t<u thỏa mản: 


in mai 

—#+—*+—+—-+—=I]l. 

X # 3 W tu 
Giải 


Nếu x > 3 ta có 3 <x<y<Zz<t<u, từ phương trình đã cho suy ra 


LÔ .4. 1 k L 1 1 1 1 1 T18 
+—+—+—+—<—+—+—+—+—=—<l. Vậyx= 3. 
*X ý 2 È u 4đ 5ð 6 7 8 S40 
`. jỞ 1 1 1 ẩ £ - 5 h 
Từ đó suy ra —+—+—+—=—. Nêu y > 4, lập luận tương tự, ta có: 
w % (€ 1% 5 
HH1 1.717 0.1.1 ]Ì BQu.2 


ch cdp sen g + suy ra y = 4. Tiếp tục lập luận 
11 11x p , 


như trên ta có các số tự nhiên cần tìm là x= 3, y= 4,z= 5,t=6,u= 20. 
Ví dụ11: Tìm các số tự nhiên m, n thỏa mản: 19m +84n = 1984. 
Giải 
Ta có 1984 = 1000 + 84, nên dễ thấy cặp giá trị m =100, n =1 thỏa mản. 
Từ đó ta suy ra dạng tổng quát của m, n như sau m =100—p;n =1+ q, 
= 19p =84q vì (84,19) =1 suy ra p=84k;q =19k,(k eZ). Do đó ta có 
m =100 —84k;n = 1+ 19k,(k e 2) 
Từ đó suy ra m và n là số tự nhiên khi và chỉ khi k= 0, k= 1. 
Khi k= 0 thì m= 100,n = 1. 
Khi k= I thì m = 16,n= 20. 
Ví dụ12: Tìm tắt cả các số có hai chữ số mà nó chia hết cho tích các chữ số. 
Giải 
Gọi số cần tìm là xy(xeN,yeN,1<x<9,0<y <9), theo đề ra ta có 
10x + y chia hết cho xy, suy ra y chia hết cho x và 10x chia hết cho y. 
Do đó đặt y = kx, nên 10x chia hết cho kx kx suy ra 10 chia hết cho k. Vậy 
k=l,2,5. Khik= l tacó x=y, suy ra xy=11. 


Khi k= 2 ta có x = 2y. suy ra xy= 19; 24; 36. 
Khi k= 5 ta có x = 5y. suy ra xy=15. 
Vậy các số cần tìm là 11, 12, 15, 24, 36. 
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Ví dự13: Tìm tất ca các số có năm chữ số sao cho số đó bằng 45 lần tích các 
chữ số của nó. 
Giải 
Gọi số cần tìm là abede(a,b,e.d,eeN,1<a<9,0<b,c,d,e<9) ta có 


M=abcde =45.a.bc.d.e. Giả sử e là số chăn, mà abcde chia hết cho 5 
nên e =Ú, suy ra M = 0 (võ lý). Từ đó suy ra e là số lẻ, nên e = 5. Do đó 
M chia hết cho 25. suy ra de chia hết cho 25 d=9;7. Nếu d chắn, suy 
ra vô lý. Vậy d = 7. Mặt khác M chia hết cho 9 nên (a + b + c +12) chia 
hết cho 9. Vì a + b+c <27a+b+e=15. Đồng thời 45.35abe < 100000 
=> abe <68 = {a,b,e} ={1,7,7} hay{1,5,9}. Từ đó suy ra số cần tìm là 
77173. 

Ví dụ14: Tìm các số tự nhiên n, z thỏa màn: 9" +19? =z2—33, 

Giải 

Ta có phương trình 2" +12” =z” =3” ©z?—2" =153. 
Xét hai trường hợp. . 
Trường hợp I: n là số chăn tức làn = 2m (meN). 
Khi đó ta có (z—-2")(z+2")=153; Mà 153 =9.17 =1.153 =3.51, nên 
z=l3;m =2 suy ran = 4. 
Trường hợp 2: n là số lẻ tức là n = 2m +1. 
Khi đó ta có z2? - 9" =153 © z?-9.9?" =153(meN). Khi n = I 
=z”=155, do đó không tồn tại nghiệm là số tự nhiên. Khi 
n>3=z?-9" <155, nên vô lý. Vậy các số tự nhiên n, z thỏa mản: 
2" +12? =z? —3” là z= 13,n=4. 

Ví dụ15: Tìm các số nguyên x, y, z thỏa mản: x? + yŸ +2? < xy+3y+22—3. 


Giải 
Ta có x? +y? +2? <xy+3y+2z—3 © x?+y?+z? <xy+3y+22—4 
2 
c(t—ŸJ ¿3 cụ? sy—9g+áx0 
2 4 
x-*=0 
3 3 2 *>=1 
©(x-3) «a(Ÿ¬1) +(z-1}<0© J_1=0© =5 
z—1=0 Me] 
=1 


Vậy các số nguyên x, y, z cần tìm là ‡y =9 
g2 
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Ví dụ I6: Giài phương trình nghiệm nguyên 
x°+x?y+xy” +yŸ` =8(x? +xy+y? +]). 
Giải 
Từ phương trình đã cho, ta có x, y cùng tính chăn lẻ. Ta xét các trường 
hợp sau 
Trường hợp 1: Khi x = y, phương trình đã cho trở thành 
4x” =8(3x” + 1) © 4x” =24x? +8 © x” -6x?—2=0, suy ra phương 
trình này vô nghiệm. 
Trường hợp 2: Khi x # y, ta có 
|x-y|>2=(Œ-—y)”>4© x”+y? >2(xy +2). 
Từ phương trình xỶ + x?y + xy? + y' =8(x? + xy + y? +1), suy ra 
(x?+y?®)(x+y)=8(x? + y?)+ 8xy +8 
©(Œ +y?)(x+y—8)=8xy+8 =|*# +y?||x + y—8| = 4|2xy + 3| 
=l|x+y-8|<4=>4<x+y<12=x+y=6,8,10. Xét từng trường hợp 
ta có nghiệm của phương trình đã cho là (x, y) = (2,8) : (8. 2). 
Ví dụ I7: Giải phương trình nghiệm nguyên x(1+x+x”) = 4y(y +1). 
Giải 
Ta có x(1+x+xŸ?) =4y(y +1) ©1+x+x?+x) =4y?+4y+1 
©(1+x)(1+x”)=(2y+1)?2) 
Về phải của phương trình (2) là một số lẻ suy ra (1+x);(1+x?) đền là số 
lẻ. Giả sử (1+ x,1+ x”) =d, suy ra d cũng là số lẻ. Mặt khác (1+ x) chia 
hết cho d nên 1— x° chia hết cho d. Kết hợp với 1+ xẺ chia hết clo đ ta 
suy ra 2 chia hết cho d. mà d là số lẻ nên d = 1. Do (1+x).(1+ x?) là số 
chính phương mà (1+x,1+x?)=1, nên (1+x),(1+xỶ) là các số chính 
phương. Do đó x?;1+x” là hai số tự nhiên liên tiếp mà đều là số chính 
phương.Suy ra x = 0, từ đó suy ra y = 0 hoặc y = —l. 
Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm (0; 0), (0; —1}. 
Ví dụ I8: Chứng minh răng không thể có các sô nguyên x, y thỏi mãn 
phương trình: x” - y' =1998 
Giải 
xì—y! =1993 = (x—y)(x? + xy + y?) = 1993 


Do x” +xy+y” >0 nên x—y, x” + xy + yŸ là các ước số dương của [993 
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Do 1993 là số nguyên tố, nên ta có hệ phương trình: 
Jx-g=1 „. JX-y=1993 

5 : hoặc +, R 
|x”+xy+y? =1993 x2 +xy+y? =1 

Các hệ phương trình trên không có nghiệm nguyên nên bài toán đã cho 

được chứng minh. 
Ví dụ f9: Giải phương trình nghiệm nguyên: 4y” = 2+ j199— x? -2x. 

Giải 
Cách 1: Ta có: 4y” =2+J199—x”—9x © 4y? =9+ v200 - (x + 1)? 


2+ 200 
4 


Vì y Tà số nguyên, nên từ đó suy Hrỹ <y?< <4—=yˆ=l;y°=4 


* Nếu yŸ =1, ta có phương trình đã cho trở thành 
4=9+v199~x” ~2x ©4=199—x? ~9x © x? + 9x —195 = 0 
SŒ=180G+18)=0 6| =” 
x=-lỗ 
* Nếu y° =4, ta có phương trình đã cho trở thành 
16=9+ V199 x? ~2x © 196 =199—x? - 9x © x” +9x—3 =0 
=1 
Ssœ~Dœ+8)<0©| 
x=-3 
Thử lại ta thấy, phương trình đã cho có các nghiệm là: 
(x;y) = (1;2),(1;—2),(—3; 2),(—3;~2),(18;1),(18;—1), (—15; 1),(—15;—1) 
Cách 2: 4y? =2+|199—x? 9x 4y? =9+ J|200 —(x +1)?. Để phương 
trình có nghiệm nguyên thì \200 -(x +1)? =+j2? +14? —(x+1)? hoặc 
\J200 -(œ +1)`= v2.10? ~(x+1)° phải là số chính phương. Khi đó phải 
có (x+ 1)? =10? hoặc (x+ 1)” =2? hoặc (x +1)? =14?. 
*Nếu (x+1)°=10?=>4y?=2+10©>y? =3, suy ra phương trình đã 
cho không có nghiệm nguyên. 


=1 
* Nếu G8 2xeiroll a=z2, 
x 


: Ẹ =13 
* Nêu + =HÈ €xvl=zl4e TC ;gÐÿ=#I 


Thử lại t thấy, phương trình đã cho có các nghiệm là: 
),(1:-9),(-3;2).(~8:~2),(18;1).(13;~1), (~15;1),(~15;~1). 
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Ví dụ 20: Với 8 số: 0.1.2, 3, 4, 5, 6, 7. Hỏi có thể lập được bao nhiê¡ số tự 
nhiên có 6 chữ số — nhau, trong đó nhất thiết phải có mặt chữ s 3. 


Giải 
Ký hiệu số tự nhiên thoả đề bài là: aya,a;a,a;a,. Các số a,, a,.... a 
khác nhau lấy từ 8 số đã cho, a, z0 
® ai, =3, khi đó a; có 7 cách chọn, sau đó a; có 6 cách chọn,... 
Do đó trường hợp này có: 7.6.5.4.3 = 9520 (số). 
® a, z3 khi đó có 6 cách chọn a, (vì a, #0, a, z3), chọn số 3 thay vào 
1 trong Š số lỗ sz4z: a,, sau đó còn lại 4 chữ số và lần lượt chẹn 4 số 
khác nhau lấy từ 8 số đã cho và khác a,. a¿. 
Do đó trường hợp này có: 6.5.6.5.4.3 = 10800 (số). 
e Đáp số: 13320 số. 
Ví dụ 21: Viết các phương trình bậc hai dạng x?+px+q=0. Biể rằng, 


phương trình có nghiệm nguyên, các hệ số p, q đều là những số rguyên 
Và p+q+1=2003. 


Giải 

Giả sử phương trình x”+px+q=0 ó hai nghiệm nguyên x;, x„ heo 

định lý Viet, ta có: xị + x¿ =~—p; XịX; =q 

Do đó p+q+1=x¡x;T—(Xị, +xX;)+1=2003 hay (xị¡ =1)(x; —1) = 2003. 

Vì 2003 là số nguyên tố, giả sử x, > x;, ta nhận đươc: 

+ x;-1=2003 = x, =2004; x¿-1=1l  x;ạ=2 

=> p=-9006, q=4008 

+x,~1=-l = x,=0; xạ¿~1=-8003 = x; =-2002 

= p=2002, q=0 
Từ đó, ta có các phương trình bậc hai dạng xỶ + px + q =0 thoả mín điều 
kiện bài toán: x? - 2006x + 4008 =0; x? + 2002x =0 
Ví dụ 22: Tìm các số nguyên x. y thỏa phương trình xỶ + xy + yŸ = x”Ÿ. 

Giải 

x?°+xy+y?=x?y? = (2x+2y)° =(2xy+1)°—1 

= (2xy+l+2x+2y)(2xy+1-2x—2y)=1 

=> 2xy+l+2x+2y=2xy+l-2x-2y © x+y=0 

Thay vào phương trình ban đầu ta có:x =0, y=0 hoặc x=1, y =-1)hoặc 

x=-l,y=l 
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> S ¬ 3 a+l b+1 - A: 
Lí dự 23: Cho a. b là các số nguyên dương sao cho + cũng là sô 
( #u\ e E 


a 
nguyên. Gọi đ là ước số chung của a. b. Chứng minh d <va +b. 


Giải 
, +1 „#1 a+b,, ¿ 3 a+b h 
Ta có: —— ¬ =3+~- là số nguyên dương => nguyên dương 
a ) \ 
a+b 
=3 Ti => a+b>ab mà a>d>0 và b>d>0  a+b>ab>dˆ 
ab 


=> Va+bzd (dpem) 

Ví dụ 24: Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho: nỶ +nŠ +1 là số chính 

phương. 

Giải 
Giả sử n' +n” +1 là số chính phương. 
Vị nh+n”+1>n” =(n?)° nên ta có: 
nh+n”+1=(n°+k)“=n! +2kn” +k”, với k là một số nguyên dương 
nào đó. Suy ra: nÏ(n-2k)=k?-l1>0z. Đặc biệt k?-1 thì 
k=1; nn-9)=0, ta có n=93. Thử lại, 9'+9*+1=8?: thỏa mãn. 
Ngoài ra, khi k#1 thì: kÌ>k?-l>n” = k>n = n-2k<0: mâu 
thuẫn với điều kiện n”(n -2k) = k?~1>0. 
Vậy, ta chỉ tìm được n =3 thỏa mãn bài toán. 

Ví dụ 25: Tìm số nguyên có chín chữ số A = aia;a;b,b,baa:a;a; trong đó 
a, #0 và b,bạby =9a,a,a,, đồng thời A có thể viết được dưới dạng 
A=Pjpš.p‡.pƒ với pạ, p;, pạ, p, là bốn số nguyên tố khác nhau. 

Giải 
A = aia;aybb,byaa;a = aya,ay.10” + b,b,bạ. 10” + aya;aa 


= aia,as.10) + 2.aasa¿.10” + ayasa; = aya,as.(108 +2 +1) 
= a,a;a;(1002001) = a,a„a,.7?.11?.13? 
Vậy aya;a; phải bằng bình phương của một số nguyên tố p khác với 7, 
I1, 13. Do b,b;bạ <1000 nên a,a„¿a; <500 = 10<p<23. Như vậy, p 
chỉ có tehẻ là 17 hoặc 19, do đó: a;a,a, = 289 hước aya;a; = 361. 

Ví dụ 26: Một số nguyên dương N có đúng 12 ước số (dương) khác nhau kể 
cả chính nó và 1, nhưng chỉ có 3 ước số nguyên tố khác nhau. Giả sử 
tổng của các ước số nguyên tó là 20, tính giá trị nhỏ nhất có thể có của N. 


Giải 
Gọi các ước nguyên tô của số N là p. q. r và p<q<r 
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- 
q=7r=1ll |Ñ=#*"11 
Với a,b,ceN và(a + 1)(b + 1)(c + 1)=12—=12=2.2.3 
Do đó N có thể là 2?.5.13;2.5Ẻ.13;2.5.13?;2?.7.11;2.72.11;9.7.112 
N nhỏ nhất nên Ñ= 2?5 .18= 260 
Ví dụ 27: Tìm tắt cà các số nguyên x, y, Z ngời phương trình: 
3x? +6y? +9z? +3y?z? —18x—6 =0 
Giải 
Dễ thấy z° chia hết cho 3—>z chia hết cho 3= z chia hết cho 9 
* Xét 2? =0,ta có: 3x? +6y” -18x—6=0 
©3(x—3)? +6y? =33 ©(x—3)? +2y? =11 
9y? <11—y? <9? >y? =0?;12;2? 
+ y? =0=>(x—3)? =11(vô lí) 
+ y?=1?—(x-3)? =3?>x-3=+3 >x=6hoặc x=3 
Có các nghiệm: (x = 6; y = 1;z = 0);(x = 6;y = -1;z = 0) 
(x=0;y =1;z =0);(x =0;y =—1;2 = 0) 
+y? =2” >(x—3)? =3 Vô lí 
* Xét z? >9ta có: 3x? +6y? +92? +3y?z” -18x—6=0 
©3(x—3)? +6y? +92? +3y?z? =33 
+ y?>1thì2z? +3y?2? >2.9+ 3.1.9 > 33 (loại) 
+ y? =0thì 3(x—3)” +2z? =33 
z? =9 thì 3(x—3)? = 15 (loại); z” >9 = z? >6”? =36 
Ta có: 3(x 3)” + 22? > 33 (loại) 
Nghiệm nguyên của phương trình là: 
(x=6;y =1;z =0);(x = 6;y = =1; = 0) 
(œ=0;y=1;z =0);Œ= 0;y =-1;Z= 0) 
Ví dụ 28: Cho x. y là những số nguyên dương thay đổi thỏa mãn đi¿u kiện 
x+y =901. Hãy tìm giá trị lớn nhất và trá trị nhỏ nhất của biểu thức: 


=5;,r=13  |N=2*.58°*13* 
=p=Brasr=18= |1 r : 


P=x(x? +y)+ y(y” + x) 
Giải 
P=x(x?+y)+y(yŸ + x) = x” +y°+2xy 
=(x+y)! -3xy(x + y)+ 2xy = 201” —601xy 
P lớn nhất khi xy bé nhất và P nhỏ nhất khi xy lớn nhất. 
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Báy giờ, xét x, y là các số nguyên dương với x+ y =901. Đặt A = xy, ta 
có A =x(201-x)=-x” +201x. 
Suy ra A lớn nhất khi J£=10U hay h eo 
Ìy=101 y=100 
A nhỏ nhất khi Ũ “” ngy Ũ Mitcho 
y=200 
Từ đó suy ra được các giá trị nhỏ nhất và lớn nhất tương ứng của P. 
Ví dụ 29: Tìm tất cả các cặp số nguyên p.q sao cho đăng thức sau đúng: 
Vp-2+ja=3=Jpqa~=2p=q+1 (#) 
Giải 
Điều kiện: p—2>0, q—3>0, pạ—2p—q+1>0. (p. q là các số nguyên) 
Bình phương hai về của (ơ ): 2jp-9-q-3 =pq—3p—2q +6c. 
Hay: 2W(-2)(q—3) =(p-2)(q-3). Tiếp tục bình phương 
4(p~2)(q— 3)=(p-9)”(q—3)?. 
+ Nếu p=2 thì (œ) trở thành: v0 + ƒq—3=.jq—3, đúng với mọi số 
nguyên q >3 tùy ý. 
+ Nếu q=3 thì (œ) trở thành: /p-3 +0 =Íp—2 ,đúng với mọi số 
nguyên p >2 tùy ý. 
+ Xét p>9 và q>3. Ta có: 4=(p~9)(q =3) ( p, q là các số nguyên). 
Chỉ xảy ra các trường hợp: 
l/p-2=1, q-3=4; 2/ p-2=2, q-3=2; 3/ p-2=4, q-3=l. 
Suy ra các cặp (p ;q) là (3 ;7), (4 ;5),(6 ;4) 
Kiểm tra lại đẳng thức (œ ):V1 +4 =9 ; j2+\2=v8 ;V4+vJ1=v9 
Ví dụ 30: Tìm nghiệm tự nhiên (x; y) của phương trình: 
(x? +4y? +28) =17(** + y' +14y? +49) 
Giải 
Biến đổi tương đương phương trình đã cho: 
(*)= l +4(y?+ m = 1{x! +(y?+ 7) | 
©xÍ+8x?(y? +7) +16(y? + 7)? =17x* +17(y? + 7)? 
© 16x! —8x?(y? + 7)+ (y? + 7)? =0 


=[##?~-œ° KMÌI =0 4x? ~y? ~7=0 ©(9x—y)(2x + y) = 7() 


A8? TC. 


Vì x; y€eN nên 2x- y<2x+ y và 2x+ y >0,chúng đều có giá trị nguyên 
2x+y=7 


lộ 


5 =2 vạ : Ki SỐ : 
nên suy được: TL: Vậy phương trình có một nghiêm tự 
2x-y=l y=3 . 
nhiên là (2; 3) 


Cách khác: Sử dụng bất đăng thức bunhiacovski đề có: 
[m +4(y? +?Ï ‹i* +(y?+ 7° |hay | x” +4(y? +?Ƒ < 17[x! + ` +7” } 
dấu bằng xảy ra (tức là có phương trình (*)) khi: 
4x? =y? +7 ©(2x~— y)(9x + y) =7. Làm tiếp như trên 
Ví dụ 31: Tìm neZđể n+26và n—11 đều là lập phương của số nguyên 
dương. 
Giải 
n+96=aŸvà n—11=bŸvới a>beN” >aŸ -bŸ =37 
©(a? +ab + b?)(a —b) =37. Ta có số 37 là số nguyên tố và do a>beNÏ 
nên (a? +ab + b) > (a — b) và là các số tự nhiên 


x" +ab +bỶ “... b=3 (còn a=-3 và 

a-b=l a-1=b 
b=-4 bị loại). Thay vào đẳng thức n+26=a°hoặc n—11=bỶta có 
n=38. 

Ví dụ 32: Tìm số tự nhiên có bốn chữ số (viết trong hệ thập phân) sao cho 
hai điêu kiện sau đông thời được thỏa mãn: 

() Mỗi chữ số đứng sau lớn hơn chữ số đứng liền trước. 

(ï) Tổng p+ q lấy giá trị nhỏ nhất, trong đó p là tỉ số của chữ số hàng 
chục và chữ sô hàng đơn vị còn q là tỉ số của chữ sô hàng nghìn và chữ 
số hàng trăm. 

Giải 
Xét số tùy ý có 4 chữ số abed mà 1<a<b<ec<d<9.(a, b,c, đ là các 
số nguyên).Ta tìm giá trị nhỏ nhất của p+q= 3 + n 
Do b, c là số tự nhiên nên: e>b=>e>b+1. 


XỊ 909g la BÊ Áo a ung s40agDÐ co s TẾ DÑ GG ( 
ng. b 7Ô Bl198b PP T09%k 9 
Ï gụ: b 1 
=—= khi c=b+l1,d=9,a=1,—=~—. 
p+q=o khi c=b+ set ng 


Vậy số thỏa mãn các điều kiện của bài toán là: 1349 


Ví dụ .33: Chứng minh răng với p là số Liêu tô lớn hơn 2 thì giá trị m 
trong: phân số: ˆ” - 1 ; Tà, 
"n % 8 "5 =] 
Giải 
Do p là số nguyên tố nên p— 1 là số chăn. suy ra 
m II: ] 
= + + ... + 
n 3 8 p-] 


°Ñ | ) Ệ 1 Ệ 1 1 1 

| —+ + —+ |› + +... +( + ) 

l1 p-] 2 p-2 \3 p-3 p-—l p+l 
2 


P p P p 


 T(p-1) `3(p-2) ` 3(p-3) 7 E368 


1% Jj 3 


). chia hết cho p. 


1 ] 1 1 


_PH1ip-1)*720p-2) 3(p-3) (°z!J(°') 


2 2 


Ta có 1.(p-1).2.(p- HS TT se 1)'suy ra ”° có dạng 
3279 n 
` => m(p —1)!= pq = m(p —1)!chia hết cho p mà (p-1)! 


M TẾ Km : 
không chia hết cho p, nên m chia hết cho P- 
Ví dự 34: Chứng minh rằng với n nguyên lớn hơn 1 thì (n" —n? +n —1) chia 
hết cho (n —)?. 
Giải 
Giả sử n > 2, ta có (n"—n? +n~1)=(n*”? ~1)n? +(n—1) 
=(n—1)(n** +...+1)n# +(n—1)=(n—1)(n*!+...+n? +1) 
Ta thấy rằng (n* — 1) luôn chia hết cho (n —1) nên 


n1 #£.. n-l 


(n „+n +1)=(n”! +...+ n"~n+n+ 1} 
san. —1)+...+(n”—1)+n~—1, suy ra (n"!+...+n2+1) chia hết cho 
(n1), do đó (n" —n? +n— 1) chia hết cho (n — 1)?. 


Khin =2 nh (n°—n”+n-—1)= I suy ra điều phải chứng minh. 


Ạ 8£ 
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Bài tập vận dụng 
1. Giải phương trình nghiệm là số tự nhiên của phương trình sau: 
2(x”—y?)=1978. 
2. Tìm số có sáu chữ só đôi một khác nhau abedef sao cho 
abcdef = a(1000cc — cc). 
3. Giải phương trình nghiệm nguyên: xỶ - y' +z' +2x”z? +3x”+4z”+1=0. 
4. Chứng minh rằng: với mọi số tự nhiên n 3 2 thì 
HN N — nŸ~—1 


không thẻ là một số nguyên 
5. Tìm tất cả các tam giác vuông có ba cạnh là số nguyên và có diện tích 
băng chu vi. 


6. Tìm số tự nhiên nhỏ nhất. bắt đầu từ chữ số 1 sao cho nếu chuyển I 
xuống vị trí cuối cùng thì số đã cho tăng lên ba lần. 


7. Hãy tìm các chữ số a, b, c, d; biết rằng a, cd, ad, abed là các sô chính 
phương. 

8. Trong một hội nghị quốc tế có 6 đại biểu ở cùng một khách sạn. Nếu bắt 
cứ 3 người nào gặp nhau thì trong họ có ít nhất 2 người có thẻ trò chuyện 
với nhau được. Chứng minh rằng có ba người từng đôi nói chuyện với 
nhau được. 


9, Xác định số n, biết rằng, trong hệ đếm cơ số 7 thì n được viết n =XVZ, 
trong hệ đếm cơ số 11 thì nó được viết n =zxy. 

10. Tìm các số nguyên a, b, c sao cho đa thức: (x+a)(x—4)—7 phân tích 
thành thừa số được: (x + b)(x + e). 

11. Tìm x, y nguyên dương thỏa mãn phương trình: 3x” + 10xy + 8y” = 96 

12. Chứng minh rằng tích của 4 số nguyên dương liên tiếp không thẻ là số 
chính phương. 

13. Tìm các số nguyên x; y thỏa mãn x?y” - x” - 8y” = 2xy 

14. Cho hai số dương x, y. Biết tổng của chúng bằng 6 lần trung bình nhân 
của chúng. Tính tỷ số = 

15. Cho A =12095 ¿ 22005 „ 32005, +n?95: B~=1+2+3+...+n vớinecN*. 


Chứng minh A:B 
16. Tìm số tự nhiên có 5 chữ só. biết rằng số đó bằng lập phương của SỐ tạo 


bởi 3/” vạn và chữ só hàng nghìn của số đã cho (theo thứ tự đó). 


17. Tìm số có ba chữ só sao cho tỉ số giữa số đó và tông các chữ số của nó là 
bé nhất. 

18. Tìm ne Zđể n* +2n” + 9n” + n +7 là số chính phương 

19. Tìm x; y; Z;¡ t thỏa mãn x” +y” +z° +t? =x(y+z+) 


20. Cho hai số dương x, y thỏa mãn x+ y = 3Vxy . Tỉnh Š. 
Y 


21. Tìm các số nguyên dương x. y thỏa mãn Tóc j > 
ky 2Ø 
22. Tìm các số nguyên a, b, c thỏa mãn cả hai phương trình 9a +3b =6 và 


đa + 4e =1 


Hướng dẫn và đáp số 
1. Ta có, từ phương trình đã cho, suy ra 
2(x? -y?)=1978 © x” - y? = 989 © (x~— y)(x + y) =23.43 
Do x, y là số tự nhiên nên xảy ra các trường hợp sau 
"1 BẪ4PPSI Ben 
x+y=43 y=l0 
b Ieee Re 
x+y=23.43 y=494 
2. Ta có abedef = a(1000ee_ ~ee) e> abedef = 121000ac? ~ 11ac. 
Do a,b,e,d,e,fN,1<a <9,0 <b,e,d,e,f<9, suy ra 1lac < 1100, 
0 < abcdef < 108, nên xảy ra a = 1, c = 2 hoặc a = 2, c = 1, vì a khác c 
* Khia=2,c= I tacó abcdef = 121000.2—-22 = 241978. 
* Khia= l,c= 2 ta có abcdef = 121000.4 - 22 = 483978 . 
3. Tacó x'—y!+z!+2x?z?+3x?+4z?+1=0 
<Œ?+z? +9)? —(x? +3) = y! (1) hoặc 
(+2? +1)” +x? +22? =y“(2) 
Nhưng ta có x”?+2z?>0và x°+3>0;(Vx,zeZ). Từ (1) và (2), ta có 
(x?+z2+1)®<y*°<(x2+z?+9)?=>y'=(x?+z2+1)°. Kết hợp với 
phương trình (1) ta có x? +2z” =0=>x=z=0 nên y =+1. Vậy phương 
trình có nghiệm nguyên là (x; y;z) = (0;1;0);(0;—1;0). 
22-1 3-1 4-1 nˆ-1 
+ + +u..+ 


A..S= 


TAY co gX. dể nỶ 
1 1 1 
A8022 max 


133 


_ “.... 1 Kổ vế 
S=n-l G Trai TS SA Mày: 55 sp =ƒ VỊ 
* Ta chứng minh: S>n-—2 

Thật vậy:  G _..c Ỷ 1 ] 


¬ ri: BI = + + SE TÔ la) 
"W8 j 1 9ä Sa (n-1)mn 
+-3)40040-1)-0e5-1)-t 
ĐJ“ (Ø 8) 'WÑ 4 (n-1) n n 


Do đó: S>n 1<w- 1 =3 : >n-2 
n n 


Vậy: §S >n— 2 (2). Từ (1) và (2) ta suy ra: n—2 <§<n-] với mọi số 
nguyên dương n 3 2. Mà: n— 2 và n~ I là hai sô nguyên dương liên 
tiêp.Nên: S không là sô nguyên. 

Š. Gọi x, y, z là các cạnh của tam giác vuông 1<x< y<z 

x?+y?=z?Œ) 

xy =2(x+ y+z)(**) 

Từ (*) ta có: z2=(x+y)Ÿ —2xy =(x+y)”—4(x +y+2) 

=(x+y)°—4(x+y)—4z 

© 22+4z+4=(x+y) —-4(x+y)+4 ©(+9)° =(@œx+y-9? 

6© x+y-2=z+2 (Vì x+y >2) 

Thay z= x + y — 4 vào (**) ta được: 


(x—4)(y—4)=§ Ay HNPRE hoặc ¡»BE (vìy 3x) 
y-4= y-4=4 


8 
sa x=B hoặc x=6 
y=12 y=8 


Vậy độ dài các cạnh tam giác vuông cần tìm là: 5,12.13 hoặc 6,8,10. 
6. Gọi số cần tìm là: A = laa¿...a„ 
Đặt B = a¿a,...a„. Ta có: A = 1B 


. Theo đề bài ta có: B1=3. 1B 


Ta vi 


Suy ra: 10B+1=3(10°+B) œ B= — 
. Bằng phép thử với n = 5 thì B = 42857 
„ Khi đó số bé nhất cần tìm là A = 142857. 

7. Do a chính phương nên a bằng 1, 4 hoặc 9. Do đó ad bằng 16 hay 49. 
Suy ra cd bằng 16, 36 hay 49. Từ những điều này ta có a=1 hoặc 
a=4. Vậy abcd có dạng: 1b16, 1b36, 1b49, 4b16, 4b36, 4b49 trong 
này chỉ €ó 1936 là số chính phương. 


Ậ? 


10. 


11. 


Á ni 


. Xét người A. Trong Š người còn lại phải có ba người cùng nói chuyện 


được hoặc cùng không nói chuyện được với A. ta gọi ba người này là B, 
€, D.Giả sử cả B. C, [) cùng nói chuyện được với A. Theo giả thiết, có ít 
nhất hai trong ba người ấy nói chuyện được với nhau, cùng với A, họ lập 
thành một bộ ba cần tìm. 

Giả sử B, C, D cùng không nói chuyện được với A. Theo giả thiết, suy ra 
răng nhóm (B, CC. A) có B,C nói chuyện với nhau; nhóm (B, D, A) có B, 
D nói chuyện với nhau: nhóm (C, D, A) có D, C nói chuyện với nhau. 
Vậy lúc này ¿B, C. D) là bộ ba phải tìm. 


. Ta phải có 0<x,y,<6. Từ giả thiết: 


49x+7y+z=1212+1lx+y = 19x=60z—3y 
Do đó x chia hết cho 3, tức là x =3 hoặc x=6. 
* x=3 thì y=20z—19, suy ra z=1; y=1. 
* x=6 thì y =30z- 38 (loại). 
Vậy, số phải tìm là 155, viết trong cơ số 7 là 311 và trong cơ số 11 là131. 
Với mọi x ta có: (x+a)(x— 4)—7 =(x+ b)(x +e) 
Nên với x = 4 thì -7 =(4+ b)(4 +e) 
Có 2 trường hợp: '“hhSư tả Jesẻ 

' 4+ec=~7 4+c=-l 

Trường hợp thứ nhất cho b = ~3;e =—11;a = —10. 
Ta có: (xT— 10)(x— 4) — 7=(x—3)(x—11) 
Trường hợp thứ hai cho b= 3;e =-ð;a = 2 
Ta có(x+2)(x - 4) =(x + 3)(x —5) 
3x? +10xy +8y” =96 
© 3x” + 4xy +6xy + 8y? =96 s (3x? + 6xy) + (4xy + 8y?) =96 
© 3xX(x + 2y) + 4y(x + 2y) = 96 © (x + 2y)(3x + 4y) =96.Do x, y nguyên 
dương nên x+2y;3x+4y nguyên dương và 3x+4y>x+2y>3. Mà 
96 =2”.3 có các ước là 1; 2; 3; 4; 6; 8; 12; 24; 32; 48; 96 được biểu diễn 
thành tích 2 thừa số không nhỏ hơn 3 là: 96 = 3.32 = 4.24 = 6.16 =8.12 
Lại có x+9y và 3x + 4y có tích là 96 (số chẵn) có tổng 4x+6y là số 
x+2y=6 
3x+4y =24 
x+2y=6 x=4 
x+2y=8 
3x+ 4y =12 : 
l1 x, y nguyên dương cân tìm là (x, y) = (4, I) 


chẵn do đó | . Hệ phương trình này vô nghiệm. 
Hoặc | 


Hoặc | . Hệ phương trình vô nghiệm. 
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12. Gọi bốn số nguyên dương liên tiếp là x;x+1;x+2;x+ 3 với X nưuyên 


b) 


b) 


13. 


14. 


1§. 


dương. Giả sử x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = k? © (x” +3x)(x” + 3x +9) = kỲ 
©(x?+3x+1)”—1=kŸ.Trong đó (x?+3x+1)#và k? là hai số chính 
phương hơn kém nhau I đơn vị nên (x”+3x+l)“=1 và k=0 
=x=0;,x=-3 trái với giả thiết. Vậy tích của bốn số nguyên dương liên 
tiếp không thẻ là số chính phương. 

Chứng minh rằng với số nguyên dương a chia cho 4 dư 2 thì biểu thức 
P=8+an+3ächia hết cho 4 với số nguyên đương n bất kỳ. 

P=3” +an +3 với n nguyên dương 

Với a =4m + 2(m e N*) thì P =3" +(4m + 9)n + 3 

*n=1 thì P=3+4m+2+3=8+4m:4 

* Giả sử P =3" +(4m +9)n + 3:4 với n = k, tức là: 

P„ =3! +(4m + 2)k + 3:4 

* Ta có: P¿, =3**! +(4m +2)(k+1)+3 

=8!.(2+1)+(4m +9)k +4m +2+3=31.2+3* +(4m +2)k +4m+2+3 
=P, +31.2+4m+2=P, + 4m +2(3* +1):4. Vậy P:4với a=4m +9 
x°y°—x”-8y? =2xy (1). Ta có x = y = 0 là một nghiệm của phương 
trình. Xét x;y #0. Từ (1) >y?(x?—7)=(x+y)°>x?—7 là số chính 
phương = xŸ - 7 =a” =>(x—a)(x+a)=7 

Kết quả: (x;y) = (0;0);(4:~1);(4;); (~4; 1);(~4;~9) 


Ta có x+y =6 \/xy. Chia cả hai về cho y ta được: x. 
A4 y 


Đặt t =lÈ>0aeó phương trình: t?—6t+1=0 
: 
Giải phương trình ta được hai nghiệm: t, = 3+ 2/2 vàt, =3- 2⁄2 
Vậy Š=t?=17+2/8. 
Lả 

B=1+2+3+...+n=2B=n(n +1) 
A & 1205 + 92005 sb q2005 „ .EŸ 2005 
-92A= (i29 +n2005) ¿ [zn +(n- - HUÝ % 

+[( —1)2005 + 25g | +(n?905 * 12005) 


Các biều thức trong ngoặc đền chia hết cho n + 1 nên:9a:(n +1) (1) 


g4 


Lai có: 
2A =(1” + (n—1)219 + Luz tấn -8p-] ~ 
+ [tn — TY J | +9n2005 
Các biểu thức trong dầu ngoặc đều chia hết cho n nên: 2A:n (2) 


Vi n và n + ] là hai số nguyên tố cùng nhau nên từ (1) và (2) suy ra 
2A:n(n+1)=2B. Vậy A:B. 


16. Gọi số cần tìm là abede,, ta có: abede = ab. 
Đặt x = ab; y = ede(0 < y < 1000). Ta có: 1000x + y = xŠ (1) 
= 1000x < x” 1000 < x? >33<x(2) 
Vì y < 1000 nên từ (1) 1000x + 1000 > x?  x(x? ~ 1000) < 1000 
=x<33 (3). Từ (2) và (3) suy ra x = 32. 
Vậy số cần tìm là 39” = 32768. 
17. Gọi số có ba chữ số cần tìm là abe (a;b;eeN;0<a< 9;0 <b;c <9). 
abe _ 100a +10b+c _¡„ 99a +9b 
a+b+e a+b+c a+b+c 
Với a,b xác định thì k bé nhất khi c lớn nhât  c =9 
99a + 9b _¡„ 9(a+b+9)+ 90a 81 


Ta có: k= 


k=l+ = 
a+b+9 a+b+9 
=1+g+ 20a -81 =10„ 20a =81 
a+b+9 a+b+9 
Với a xác định thì k bé nhất khi b lớn nhất—b = 9 
k=io+ 202-81 _¡ +ø.104 =9 _ 1g „ g 10(a + 18)- 189 
a+1l8 a+18 a+18 
=10+90~- 189 _ 1o _ 9-1Ê9 p¿ nhất khí a bé nhất =>a = I 
a+18 a+18 


Vậy số phải tìm là 199 và k =¬ 


18. n* +2n? + 2n” +n +7 là số chính phương 
©4(n° +2n” +2n” +n+7) = k” (ke Z) © 4n" + 8n” + 8n + 4n + 28 =k? 
© (2n? +2n +1)” + 97 = k? © k? -(2n? +2n +1) =27 
©>(k+ 2n? + 2n + 1)(k - 9n? - 2n —1) = 37 
Xét 1% hợp xảy ra tìm được n = 2 hoặc n =—3 


A6” - ñ 


19. x?+y2+z?+t? =x(y+z+t) 
Nhân cả hai về của phương trình với 4: 
4x? +4y? +42? + 4t? =4xy + 4xz + 4xt 
©x°*+x” -4xy + 4y? +x? —4xz +42? + x” - 4xt + 4t? =0 
©x”+(x—2y)” +(x—92)” +(x~ 20” =0 


Suy rax=y=z=t=0. 
20. Ta có: .. n. () 
y Mã 


ca so 
2 V 


21. Cách I:Vai trò của x và y như nhau nên ta có thể giả sử: X>Y. 


3+ Võ s.Ís§Ï 


Đặt u=Ÿ ta có u >0 và (1)>u?®—3u+1=0 @u= 
b4 


Tacó: —+—=—; x>0=—<—>y>2 
1 3 

Tan bi o6 lị.. =y<4.Do đó: y=3 hay y=4. 
. Wy ® # Y ÿW 


Với y=3 thìx =6. Do tính đối xứng ta cũng có: x = 3và y =6. 
Với y=4 thìx=4. 

Cách 2: + =2 C9 9(x + y)= Xy c> Đx xy + ðy =Ú 
© x(2 - y) - 2(2- y) =—4 
(2-x)(2-y)=4=1.4; 4.1; (1)(4); (-4)(-U; 2.2 ;(-2)(-2). 
Vì x, y>0 nên 2-x<9, 23-y <9. Do đó ta có các trường hợp: 
«e 2—x=l1và 2-x=4e>x=1Vvà y=-2 (loại). 
« 2—x=-lvà 2-x=-4‹>x=3 vày=6 (nhận). 
®  9—x=-4Vvà 2-x=-l©sx=6 và y =3 (nhận). 
«e  2—x=-2và 2-x=-2©>x=4 và y=4 (nhận). 

22. đẻ khử a, ta biến đổi các phương trình đã cho thành 6a + 9b = 18 và 


6a + 8c =2. Suy ra 9b —8c = 16. Do đó c- U TH” cho vo 


b và c là các số nguyên khi và chỉ khi : là số nguyên. 


Đặt b = §k (keZ) thì ce=8k—2+k=9k-2. 
Thay vào 3a + 4e =1 được 3a =1— 4(9k =2) =—~36k +9, đo đóa =—12k +3. 
Các số nguyên a, b, c phải tìm có dạng: a=~12k + 3,b=8k,c =9k~3 với keZ. 


a9 


Chương 5. Phương trình vô tỷ 


Một số kiến thức cơ bản 


Dạng căn thức bậc chân: 


Phương pháp chung 


Ẳ; 


Phương pháp thứ nhất 

Sử dụng phép biến đổi tương đương để đưa về các dạng cơ bản của 
phương trình dại số. 

Dùng phép biến đổi tương đương hay phép khử căn thức đối với phương 
trình chứa căn thức: 


g(x)>0 

Ta có *4Íƒ(x) = g(x) ne 

TH Hye ghi 
?"|ƒ(x) = g(x) © ƒ(x) = g”"""'(x) 
Phương pháp thứ hai: Biến đỗi đưa về phương trình tích 
Để giải một phương trình nói chung, phương trình chứa căn thức nói 
riêng, người ta thường sử dụng phương pháp đưa về phương trình tích 
với dạng như sau: ƒ).g(x).h(x) = 0. Trong đó các phương trình 

7@)=0. 

#0) = n 

h (4x) = 
là những Xin trình đơn giản, đã biết phương pháp giải như phương 
trình bậc nhất, phương trình bậc 2. .. Nghiệm của phương trình cán giải 
là tập nghiệm của các phương trình: ƒ(+) =0, g(+) =0,...,h(x) =0. 
Phương pháp thứ ba: Phương pháp đặt ẫn số phụ 
Trong quá trình giải phương trình nói chung và phương trình chứa căn 
thức nói riêng, chúng ta cán phải sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ. 
Người ta dùng ân sô phụ đó thay thế cho một biểu thức chứa ẩn nào đó 
nhằm mục đích hạ bậc của phương trình, đưa phương trình đã cho về 
những phương trình dạng đã biết. Giải phương trình với ẩn phụ, sau đó 
tìm nghiệm của phương trình. 
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4. Phương pháp thứ tư 
Phương pháp sử dụng các kiến thức về bất đẳng thức: 
Để giải phương trình nói Chung và phương trình chứa căn thức nói 
riêng, người ta còn sử dụng các kiến thức về bắt đẳng thức, các tính chất 
bắt đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối. bắt đẳng thức Côsi, bắt đẳng 
thức Bunhiacôpski Trong phương pháp này chủ yếu đưa về 2 dạng sau: 
Dạng 1: Đưa phương trình về dạng: f(x) = g(x) mà f(x)>a 
(a là hằng số),g(x)=a. Nghiệm của phương trình là nghiệm :ủa hệ 
f(x)=a 
g(x)=a 
Dạng 2: Dưa phương trình cân giải về dạng h(x) = a (a là hằng số) mà 
ta luôn có h(x)>a. Hoặc h(x) <a,thì nghiệm của phương trình là giá 
trị của biến x làm cho dẫu đẳng thức xảy ra. 
Áp dụng tính chất: |a| + |b| >|a + b|. Dáu bằng xảy ra «» ab > 0. 


È > (2b (a,b >0). 


Dấu bằng xảy ra. khi và chỉ khi a = b. 
Ap dụng bát đăng thức Bunhiacôpski ta có: 


phương trình sau: 


Ấp dụng bắt đẳng thức Côsi: cau 


(ax +by)" <(4* +°)(x + y?). Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi Š - `, 
h4 


5. Phương pháp thứ năm: Phương pháp chứng minh nghiệm duy ". 
Với một số phương trình, ta có thể khử trực tiếp để thấy một vài nghiệm 
của phương trình, rồi tìm cách chứng mình rằng ngoài ra phương đrình 
không có nghiệm nào khác. 

6. Phương pháp thứ sáu: Phương pháp đưa về hệ phương trình 
Khi giải phương trình, có những phương trình chúng ta cân đặt các ẩn 
phụ thích hợp để đưa về việc giải phương trình đã cho về một hệ phương 
trình quen thuộc. 

7. Phương pháp thứ 7: Phương pháp đưa về tổng các số không âm 
Khi giải phương trình nói chưng và phương trình chứa căn thức nói 
riêng, ta có thể biến đổi từ phương trình: ƒfx) = 0 về dạng: 


FẦ(x)+ f?(x)+...+ f2(x)=0. Vậy nghiệm của phương trình là nghiệm 


f(x)=0 
„(x)=0 

của hệ phương trình: ñ@œ) 
f,(œ) =0 


Phương pháp này người ta thường áp dụng cho phương trình chiút căn 
có nhiêu ân số. 
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8. Phương pháp thứ 8: Plương pháp vận dụng tính chía hết của nghiệm. 
9. Phương pháp thứ 9: Phương pháp sử dụng các tính chất của số vô tỷ. 
10. Phương pháp thứ 10: Sử dụng đà thị và các kiến thức về tam I thức bậc 
2 để giải và biện luận phương trình chứa căn thức có tham số. 
Các ví dụ minh họa 
1. Phương pháp biến đổi tương đương 
Ví dụ 1: Giải phương trình: V4 + 2x- x” =x~=2. 


Giải 
LS Š 2 
Ta có: V4+2x—x” =x-2© 1+ k—-£ sỆHCt 
x>2 
PP" : x=0 
4+2x—x” =x  -4x+4 “ng 
> c© œilx=53 
xz2 x>2 
x>2 


Vậy nghiệm của phương trình x = 3 
Ví dụ 2: Giải phương trình: Ÿ16- xÌ =4-x. 
Giải 
Ñ16-x? =4—x ©16-x” =(4-x) 
«16 —x9 = 43 —3.4?x+3.4.x? ~ x” © 12x” - 48x + 48 =0 
© x2 ~4x+4=0=>x=3.Vậy nghiệm của phương trình x = 2. 
Ví dụ 3: Giải phương trình: vV3x +5 — Jx-1=4. 
Giải 
Viết phương trình thành dạng:  Vầx+5 =Jx-1+4(1) 
Trên tập hợp K =[1;=)là miền xác định của phương trình, cả 2 về của 
phương trình đều không âm. Mặt khác hàm số @(t)=t”, là hàm đơn 
điệu, với t> 0,nên trong tập K này, phương trình ban đầu tương đương 
với phương trình: (J3x+5)”= (Vx-1+4)?. Phương trình (1) tương 
đương với hệ sau " — ©4x-1=x-5 
xe[l;=) 
Trong tập hợp L =[5;ø). cả 2 về của phương trình đều có giá trị không 
âm nên nó tương đương với hệ sau : 
x=13+8/2 
x=13-8/8 ©œx=13+842. 


x>5 


16x ~16 = x” —10x + 9 
> 
x>5 

Vậy phường trình đã cho có nghiệm: x =13+ 8/2 


141 


lân bình phương 2 về để phá căn. Kết quả ta có phương trình bậc 2 Sau 
đây kiêm tra lại đề loại nghiệm ngoại lai. Tuy nhiên vấn đề kiểm tra 
không phải bao giờ cũng làm được. 


Ví dụ 4: Giải phương trình: V2x—5 + Vx+9 = V2x +1 


Giải 


Chú ý: Khi giải phương trình này, có thể làm đơn giản hơn, bằng: cách 2 


Trong miền xác định K -lŠ): cả hai về của phương trình nhân các 
giá trị không âm. Vì vậy, phương trình này tương đương với hệ: 


3x-3+2V2x-5.Jx+2=92x +1 92x-5.Vx+: z8 
5 = 5 
đa — 

2 


Cả hai về của phương trình đầu trong hệ phương trình trên đều nhận các 


“>- 
2 


giá trị không âm trong H -lŠ|= K. Suy ra phương trình đầu tương 


đương với hệ: 


8x”—4x—40=x?—8x+16  ÍTx?¿4x~56=0 ;--Ê( 0U. 
c©$õ c- 
ssx<4 F'bunớg Š<x<4 
3 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm x = =t: Ái ` 


Ví dụ §: Giải phương trình: 10x —1 —vx+3 =1. 
Giải: 
Bình phương 2 về của phương trình. Do vậy phép toán này dẫn tới 
phương trình hệ quả: 
11x+2~9V10x—~1.Vx +3 =1 hay 9/10x—1./x+3 =11x+1 
Bình phương 2 về của phương trình lần nữa ta được phương trình: hệ quả 
mới: 4(10x” +29x =3) =121x” + 22x +1 81x? -94x+13 =0. Phương 
trình này có 2 nghiệm x = 1, x = _ 
Cần kiểm tra xem chúng có thỏa mãn phương trình đã cho không. Thử 


lại, ta có x= " không thỏa mãn. 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm x = l. 
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Nhận xét: Nghiêm ngoai lai x = 


13 s l9/ 0m TC 5 
Bì năm trong miền xác định của phương 


trình đầu. Điều ấu có nghĩa là: nguyên nhân xuất hiện nghiệm ngoại lai 
không phải do mơ rộng miền xác định mà do việc sử dụng hàm số không 
dơn điệu. Liệc giải phương trình có chứa căn thức, không phải bao giờ 
cũng tìm tập xác định, có khi chúng ta giải bằng cách đưa về phương 
trình hệ quả, sau đó thử lại. 

Ví dụ 6: Giải phương trình: x— v2x + 3 =0. 


Giải 
Ta có: 
0 0 x>0 
x2 x> 
=vd2x+3e©4., có v © 4|x=-l © x=3. 
x =3x+ồề xÝ-2x-3=0 te 


Ví dụ 7: Giải phương trình: Vx+ 4= V1-x = vV1-2x. 


Giải 
Phương trình đã cho tương đương với: Jx+4= 1x + V1-9x 
1-x>0 x«d 
©œ 41-2x20 e 2 
x+4=(1-x+v1-9x)  |2£+1=v2x?-3x+1 
1 H 1 
= ==ŠSx.<= 
SE.  ..— 
© 42x+1>0 @$ 4 2 5 <@@ ix=0 & «=0. 
(2x+1)?=2x”—3x+1 2x” +7x=0 .. 
2 


Ví dụ 8: Giải phương trình: x” —7x =6ýx + —30. 
Giải 
x? ~7x =6 +5 -30 © x? ~ 7x - 6x +ð +30 =0 
«> (x? —8x+16) +(x+5—6x+5 +9) =0 


: : (x-4)?°=0 
~4)?+(Vx+5—3)” =0 - 
«>(x-4)“+(Jx+ ) - An 


x-4=0 x= 
“a-o^ lun“ 3 
Vậy tập nghiệm của phương trình S = {4}.. 
2. Phương pháp biến đổi đua về phương trình tích 
Ví dụ 1:Giải phương trình: Vx? +10x+91 =3/x+3+2x+7—6(1) 
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Giải 
Điều kiện: x >~3 (1© W(x+3)(œ%+7)—3VxX+3—2/X+7-—6=0 
©œ(Wx+T-~8)(x+3~3)=0 rẻ Tạm Ôn: 
x+3-2=0 
Vậy nghiệm của phương trình là Kị =l;Xạ =2. 
Ví dụ 2: Giải phương trình: Vx? - 4x + 3 + Vx?=38x+2 =-Vx?—x(1) 
Giải 
Ta có x”—4x+3=(x7—1)(x—3) 


xK=l 


xỶ~3x+2=(x~1)(—9);x? —x = x(x~1). Điều kiện: x >3 
Vx?—4x+3 + x?~3x+9=—Vx?—x 
 ýx~1(Vx~3 +Vx~39 + Jx)=0 

x-1I=0€x=l 5 : Ẫ. 
SH ng ca ® ưng tình vô nghiện 
Vậy tập nghiệm của phương trình là S = Ø. 


Ví dụ 3: Giải phương trình: V2x?+8x+6 + x? ~1=9x + 9(2) 


Giải 
X.. sờ số 2x”+8x+6>0 <-8,x>-—l 
Tập xác định : = NON và & 
x°r1>0 xX<-l,x>1 


©x<-3,x=-l,x>1. Riêng giá trị x=-1: thỏa mãn (2)= x =-1 là 
một nghiệm. Với x < -3 : Không thỏa mãn (2) vì vế phải âm . 


Với x3I1:(2)© J(x +1)(2x+6) + Jj(x —1)(x +1) =9 (x+1)? 
©2x+6+vx—1=2Vx+1, bình phương 2 về 
©2(2x+6)(x—1) =x— Le/Ã@~ ĐỘ —) 

x-1l=0€©x=l 


29x t6 =x—1 e...cex= SP (loại) 


Kết luận: phương trình (2) có hai nghiệm Xị=~=l#, =l 
Vĩ dụ 3:. Giải phương trình: 3(2 + Vx~9) =9x+ x+6 
Giải 
Điều kiện x >2.Khi đó phương trình ©>9(3-x) =VX+6 —3/x—5 


3 
©®23-x)(Vx+6 +3Wx—-2) =8(3— 9= | ng cacg. 4(1) 


Giải 11a trình (1) ta nhận được nghiệm x= SÉ= = 


3. Phương pháp đặt ẩn số phụ 


Ví dụ 1: Giải phương trình: j2x -3+# 9/(2x =3) Ẵ v2x +13+8J2x-3 =7 
Giải 


F rẺ 
Đặt y=v2x-3., Điều kiện y >0 >x= : ` Š nên phương trình đã cho 


trở thành: jy? +9y+1+ jy? +8y+16 =7 


© V(y +1)” +j(y+4)” =7 ©|y +1|+|y+4|=7. 


Do y>0=>y=1 hay 2x—-3=1. Suy ra x = 2.Thử lại ta có nghiệm của 
phương trình đã cho là x = 2. 
Ví dụ 2: Giải phương trình: x(x +5) = 2Ÿ x? +öx—9, 
Giải 
Đặt y = Ÿx? +5x—9 =x? +5x=y +2. Nên phương trình đã cho là: 
y?-9y+4=0s(y+9)(y?-9y+9)=0. Ta có y?-2y+2=0 có A<0 
nên phương trình vô nghiệm. 
Vậy y =—2 hay x” +5x =(—2)” +2 =(x+2)(x + 3) =0. 
Suy ra phương trình đã cho có 2 nghiệm: x¡ = -2,x; = -3. 


Ví dụ 3: Giải phương trình: V3 + x + V6— x - (3 + x)(6— x) =3 


Giải 
2_ 
Đặt X=vV3+x+v6-—x thì \(3+ x)(6 -x) =. 


Phương trình đã cho trở thành: 


ca : X=- 
Na œ© 2X-X?+9=6 © X?-2X-3=0 © 
2 ~=3 


* X=-l é& v3+x+v6-x =-1 vô nghiệm 
* X=3 œ v3+x+v6-x=3 


-38<x<6 = 
> = 
9+2/(3+x)(6—x) =9 x=-3 


Chủ ý: Ö thí dụ trên, các bạn cũng có thể đưa vào hai ẩn phụ: u=3+x >0 
2 Làn 
và v=x6—x >0 để có hệ: * kướng 


u+v-uv=ä3 


=0 
Giải hệ ' các bạn được nghiệm |) ũ 
b 
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Ví dụ 4: Giải phương trình: Vx + 1 + V4-— x + V(x +1)(4— x) =5 


Giải 
1) Điều kiện -1<x<4. Đặt t=Jx+1+v4—x >0 ta có J(x+ 1)(4— x) : ai, 


9 
t?— 


Vậy ta có phương trình t+! — =5=t=-ö(loại), t = 3. Từ đc ta có 


phương trìnhx+1+4—x =3, giải phương trình này bằng phép bén dồi 
tương đương, suy ra phương trình có nghiệm: x = 0. x = 3. 


Ví dụ 5: Giải phương trình: x + V4- x? =2+3xV4-—x” (I) 
Giải 
Phương trình được xác định khi và chỉ khi : 4- x” >0 || <2 @ 


2 
Đặt x+V4-—x” =t— xV4—xŸ == 


t4 4 


©3t?-9L—8=0 &©t, =3.tạ “=2 
Với t,=92:x+v4-x? =2©4-x” =2—x 
4x” =(2~x) © xị =0,x; =9 (thỏa mãn (2)) 


Với tạ==T:x+Ý4—xế =. 4-x7 =-x~S 


Thay vào (1): t=2+3. 


4 
 hN c| 24: Œ 


4—x” =x!+Ềx +.” 9x” +12x—10=0 (4) 


~6 - 196 —6 + V126 
————DnX\. ———— 
9 9 
Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm: 
—6 - 196 ~6 + V126 
Xị =0,Xạ =2, X; SG Năn_. _—.. 
4. Phương pháp sử dụng các kiến thức về bắt đẳng thức 
Ví dụ I: Giải phương trình: V3x? + 6x +7 + 5x” +10x+14 =4—9x—:? 
Giải 
Ta có: 3x? +6x+7=3(x+1)?® +4 
ðx” + 10x +14 =ỗ(x + 1)” +9;4—9x—x? =5—(x + 1Ÿ 
Do đó: v3x” +6x+ 7 >9;4—2x—x” <5; 5x? +10x+14 >3 
Do đó phương trình có nghiệm khi và chỉ khi (x + 1)” =0. hay x =-l. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x = —]. 


Giải (4) ta được x; = 


Lƒ dự 2; Giải phương trình: V2x” -8x +12 -3~— Ứ3x? —12x +13 
Giải 
Ta có: 2x”—8x + 19= 9(x—9)° + 4 
3x” —12x +13 =3(x~ 2)” +1 = v2x? -8x+ 19 >9 
3x” ~12x + 13 >1. Do đó phương trình có nghiệm « x =9. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x = 2. 
Ví dụ 3: Giải phương trình: 
\x?~6x+11 +Vx”~6x +13 + Ÿx? -4x+ö5 =3+ V2 (1) 
Giải 
Ýx?=6x+11 +x? ~6x+13 + Ÿx? ~4x+5 =3+ V2 
 J(x—3) +2 + œx-—3 +4+{Íx~39)?+1=8+ V2 
Mà J(x~3)? +9 +Jj(x~3)?+4+ {fx~9)?+1>3+ v9 
(x-3)” =0 
(x-2)? =0 


Suy ra phương trình đã cho có nghiệm “| 


=> phương trình đã cho vô nghiệm. 
Ví dụ 4: Giải phương trình: x”—3x tố = \GÈ —2x + 9)(x? ~ 4x +). 
Giải 
Áp dụng bắt đẳng thức Côsi: >vab(a,b> 0). Dấu bằng xảy ra khi 
và chỉ khi a= b. Ta có: x”—-2x+2=(x—1)?+1>0. 
Ta có: x”—4x+5 =(x~9)”+1>0. 


8 LG 
Nên —— (x° -2x +9)(x? ~4x+5) 


Dấu bằng xảy ra ©> x” -9x+9=x? ~4x+5 .. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x = 5: 
x? 1 
Ví dụ 5: Giải phương trình: V5x' + 3x? +3x— 9 = T1 3x ¬ã 
Giải 


2 
3 1 
Ta có: Từ phương trình: j5x” +3x? +3x— Krườnn: 
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Mà 5x +3x?+3x—2=(x? +x+1)(x— 9). 

x+x#1=Œ+ DJ" +Ÿ >0, Nên 5x"+3x?+3x—2>0 
P) 

xung, 


Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số:a =x? +x+1,b=5x~—9. 
LỄ 2 
Ta có: dd tEtclc- gi SKLUDS- ĐÈ vay 
2 ” vi 
Dấu bằng xảy ra» a =b Hay x” +x+1=5x—9 = xị =1;x; =3 
Nghiệm của phương trình là: x, =1: x; =3. 


Ví dụ 6: Giải phương trình: jx +3~ 4Vx—1 +jx+8—6x~1 =1 (1). 
Giải 
Phương trình (1) j(x—1-9)? + j(x—1-—3)? =1 
=lMx-t-3|+|B-x-1|=1. 
Áp dụng tính chất: |a| + |b| >|a + b| 
Dấu bằng xảy ra > ab >0. 
Ta có:|/x—1~3|+|8~ Vx=1|>|WX=1~2+8~vx~1|=1 
Dấu bằng xảy ra (Vx—1 -9)(3- Ýx—1) >0. Đặt Jx—1 = y,y >0 
=(y-9)3-y)>0«©>2<y<3 ©2<vJx-1<3 
=4<x-1<9=5<x<l0. 
Vậy tập nghiệm của phương trình là 5 < x <10. 
Ví dụ 7: Giải phương trình: 3x + 4y =5./x + yŸ (1). 
Giải 
Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacốpski ta có: 
(ax + by)? <(a? +b?)(x? + y”). Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi -.° 
& ÿ 
Từ phương trình (1) ta có: (3x + 4)” <(8Ÿ + 4?y)(x” + y”)= 95(x” + y?) 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi kết, Hay y= nỉ Vậy nghiệm của 


x=a 
= 


phương trình là: aa cR,az0). 


Ví dụ 8: Giải phương trình: Vx—2+V4—x =x”—6x+11. 
Giải 
Điều kiện 2< x< 4. Ta có: x” =6x+11=(x—3)”+2>2 
Áp dụng bất đăng thức Bunhiacôpski: 
(x~3+4~x)” <[((x~8Ÿ + tÚ4 ~x# |q° +1) 
=Jx~2+4—x <3. Dấu bằng xảy ra e> x =3. Thế vào phương trình 
=x=3 là nghiệm của phương trình. 
$. Phương pháp chứng mình ngiiệm duy nhất 
Ví dụ 1: Giải phương trình: Ÿx” + 96 +3x + x+3=8. 
Giải 
Điều kiện: x >0. Ta thấy: x = I là một nghiệm của phương trình: 
* Với 0<x< Ithì: Ÿx? +26 +3Vx +vx+3 <Ÿ1+96 +31 +V1+3=8. 
Vậy khi 0 < x <1 phương trình không có nghiệm. 
*Vớix>1: Ÿx?+26+3/x+vx+3 >Ÿ1+26 +3V1+v1+3=8 
Do đó khi x > 1 phương trình vô nghiệm. Vậy phương trình chỉ có 
nghiệm duy nhất là x = 1. 
Ví dụ 2: Giải phương trình: Ÿx? + 28 + 9Ÿx' +11 + x—1+ Jx =2 +9 
Giải 
Điều kiện: x >1. Ta thấy x = 2 là một nghiệm của phương trình đã cho. 
Nêu 1<x<2thì 
Ñx? +28 +98x1 +11+x—1+vx < Š32+2Ÿ27 + V1 +2 =J2+9 
Suy ra phương trình đã cho vô nghiệm. Tương tự với x > 2 phương trình 
đã cho vô nghiệm.Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x = 2. 
6. Phương pháp đưa về hệ phương trình 


Ví dự I: Giải phương trình: j2x + xJx+1 +1 +\2x-vJx+1 =9ýx+1+1 
Giải 
ặt J2x+Vx+1+1=u; j2x+vx-1=v 
Xét u#~v2 =(J9x+ Vx+1+1)? ~(Ï2x—vVx+1)! =2/X+1+1. 
=9Jx+1+l1 
Từ đó ta có hệ phương trình: 6i .— 
u?—v?=9ýx+1+l;u>0;v>0 


u=ýx+l+l 


=vx+l 
Suy ra: J2x—x+1 =vx+1 =x=3. Nghiệm của phương trình đã cho 


Giải hệ phương trình trên ta có : 
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Ví dụ 2: Giải phương trình: (V3x +1)? +(3x—1)? + Ÿ9x? —1 =1 
Giải 
Đặt Ÿ3x+1 =u; Ÿ3x—1 =v. 
Phương trình đã cho trở thành: 
hy +v? ï Ta +v?+uv)=9 


uẺ—v°=9 


u-v=2 u=l 
Kc., Ầ : 
u?+v?+uv=l1 v=-l 


u°+v?+uv=] 


« NỀ =_ủ 
Giải hệ phương trình này ta có: 4. "`, 
Ÿ3x—1=—1 
Suy ra x =0. 
Ví dụ 3: Giài phương trình:—x” + 2 = 2- x 
Giải 


Điều kiện: x<9. Đặt Ý2-x=y,y>0=x=9-y? và ta có hệ phương 


3 

" = 2= 

trình: b6 ở > (v==zởtg ø s1) <=0 
-y?+2=x 


Từ đó tìm được nghiệm của phương trình là x = 1, x =—2. 


Ví dụ 4: Giải phương trình: Ẳ +x+ Ẳ- x=1 


Giải 
Ế- Quớa IÚ, mà, Ấ[-U sl1 
Điêu kiện: x<—. Đặt ‡|—+x =u; ÿ|——x=v,v>0 
2 2 2 
u+v=l,v>0 : § 
| Sỉ ¡xổ =(1-v)° =1- vŸ. Hay v(v =1)(v—3) =0 
u +v =l 
vị =0 
=|v;ạ =l 
Vạ =3 
Suy F SI $ 3 h 1 1 17 
Giải ra ta có nghiệm của phương trình là: x; = ”h = —g:s SA. 7 


Ví dụ 5: Giải phương trình: x” + Vx +7 =7 
Giải 
Điều kiện : x >— 7. Đặt t= x+7 >0 ©t =x+7 
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_ & Ộ xˆ+t=7 
Phương trình đã cho trở thành | s 


t=x+7 
=>” =Ê” =~(x +) c>(x+E)(x—E+1)=0 
1 29 §' cất 
X;= (loại vì t> 0) 
x+t=0=xÌ”-x-7=Ú<© 
1-29 
Xó 
3 
: xạ=-3_ (loạivìt>0) 
x-t+1=0=>x +x-6=0© 
x,=2 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: x = = _ =â, 


Ví dụ 6: Giải phương trình: ÿ(2— x)? + Ÿ(ï + x)? - $ nh +x)(2-x) =3 
Giải 


Đặt u = Ÿ(2 - x); v = Ÿ(Œ7 + x) ta có hệ phương trình: ba + ~uv=3 


+v)=9 
u2+v?—-uv=3 u+v=3 ,J8Ù08 
« Său v3 = ä = 
(u+v)(u®+v?-uv)=9 |(u+v-3uv=3 |uv=2 
2 - = 
Do đó, u và v là các nghiệm của phương trình: £ =Bhp mỹ 
© t=l hoặc t=2. 
Từ đó dễ dàng có 2 nghiệm của phương trình là x= 1 hoặc x = — 6. 
Ví dụ 7: Giải phương trình: x” +1= 2Ÿ2x-—1. 
Giải 
Đặt y=Ÿ2x—1 © y`+1=2x. 


x°+1=9y (1) 
y”+1=9x (9)ˆ 
(2)ta có: x—y?° =2(y—x) © (@-—y)(@&? +xy+y?+2)=0 


Do đó ta có hệ phương trình: Trừ từng về của (1) cho 


Do X” +xy ty? t3= G+ Ð" vấn? +8>0, Vx,y. 
Suy ra: x—y =0 hay x= y. Thay vào (1), ta có: 
x+1=2x œ xÌ—2x+1=0 

«&> x”—x—(x—1)=0 @x(x—1)(x+1)—(x—1)=0 


x=l 
« (x-1)(x°+x-1)=0 œ -1+x⁄5 
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Chú ý: Phương trình có thẻ viết dưới dạng: X“ˆ =2x-—1 


? —r(x) và y=Ÿ2x-1=g(x) là hai hàm số ngược 


nhau, do đó đồ thị của chúng đối xứng nhau qua đường thẳng y = x. Mặt 


3 
£ xỶ+ 
Hàm sô y = 
2 


khác, hai hàm số này không trùng nhau vì f(0) = mỊ ø(0)= #1. nên nếu 

hai đồ thị cắt nhau thì phải cắt nhau trên đường y =x. Do đó chuyển 
3 

được việc giải phương trình đã cho về việc giải phương trình .— =X 


Ví dụ 8: Giải phương trình Wx—1 -V2—x =1. 


Giải 
Điều kiện xác định: x> 1, đặt Vx—1 =u;V2—x =v 
v=l 
ta có hệ phương tinh 
u?+v°=l 


Giải hệ phương trình bằng phương pháp thế ta được: v = 0= x =3. 
7. Phương pháp đưa về tổng các số không âm 


Ví dụ : Giải phương trình: Vx + jy—1 + Vz—9 = =s(x+y+z)() 


Giải 
Điều kiện: x>0; y>1;z>9. 


Ta có :Vx+jy—1+vz- =s(x+y+?) 
=(x-9Jx+1)+(y—1-2ÿ~1+1)+(2—9—-9\z~2+1)=0 


x-1=0 x=l1' 
©(dVx-1)?+(Wy-1-1)?+(z-2-1?=0©jWy-I=1l =Jy=9 
Jz-2—1=0 =. 


8. Phương pháp vận dụng tính chia hết của nghiệm 
Ví dụ: Giải phương trình nghiệm là số tự nhiên: Ÿx + #y =Ñ1984 
Giải 
Lập phương 2 vế: 12$/31xy = 1984 - x— y = x+ y =1984 - 19/31xy 
Do 128/31xy là số tự nhiên nên: xy =31””, teN 
31 

Và x+y:31—=x:31,y:31 , Hay - 3à mẻ nkeN 

=x+ r —12.31t = 31(64 —12t) >n+k=64-—12t 


8 


Do 64—12t>0 =t=1,2/3,4,5 
=>(X;y) =(31;837) hoặc (248:248) hoặc (837;31). 
9. Phương pháp sử dụng các tính chất của số vô tỷ 
Ví dụ [: Tìm tất cà các cặp số nguyên dương x, y sao cho với x < y. 
Giải 
x + jy = 1980 = Vx + jy = 655. Ta có 655 là số vô tỷ, nên về trái 
phải là các căn thức dạng chứa v55. Đặt: x =av55;jy = bV55 ; 


hoặc _= 
b=5 b=4 


=> Nghiệm của phương trình là: (55;1375) ;(220;880). 
Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên của phương trình 13\/x 1y =⁄2000 


a,beZ*;a<b.Vàa+b= TĂN 


Giải 
Ta có v2000 = 20/5. 
x =aý5 - 
Đặt vy =bx5 (a,beZ') T..... 
13a - 7b = 20 


Vì (13, 7) = l nên aeZ=>1+b=13t,teZ=b=13t—1;a=7t+1; Để 
a>0;b>0thì teZ' >x=5a? =5(1+ 7Ê)?;y =5b? =5(18t—1)?;tc Z*. 
Ví dụ 3: Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình: 
= ~V2x-1=3y-j4y—-1+9. 
Giải 

4y —1 là số vô tỷ với y e Z. (Vì bình phương của mọi số lẻ đều có dạng 
4m + I). j4y-1-2x+ =ây +8—E” là số hữu tỉ nên điều kiện cần 
và đủ để phương trình có nghiệm là cả 2 về bằng 0. 


V4y-1=2x+1 4y-1=2x+l Sen 
> = © 
3y+2= << 3yx2—- = 


10. Phương pháp khác 
Ví dụ 2Ø? I tế phương trình: (/1+x+1)(1+x+32x—5)=x 
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Giải 
Việc sử dựng các thụ pháp thông thường giải phương trình vô tỉ không 
đưa đến kết quả (bạn hãy tự mình thử xem). Ta dừng mẹo sau: Nhân hai 


về của phương trình với (1+ x —1)ta được phương trình hệ quả: 
x(Vl+x+2x—5)=x(Vx+1—]). Phương trình này tương dương với 


; |XE=0 
tuyên: 
7 he =1 
Phương trình thứ hai có nghiệm là x = 2. Bây giờ cần kiểm tra 2 nghiệm 
x =0 và x=2. Dễ dàng nhận thấy chỉ có nghiệm thứ 2 thỏa mãn. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm : x =2. 
Chú ý: Trước khi sang ví dụ khác, ta đề ý rằng. biểu thức (J1 +x ~1) sẽ 
bằng 0 khi x = 00. Đây chính là nghiệm ngoại lai của phương trình. 
Ví dụ 2: Giải phương trình: V2x? +3x+5 + 2x” -3x+5 = 
Giải 
Nhân 2 về của phương trình với biểu thức V2x? + 3x +5 — V9x? - 3x + 5. 


Ta có phương trình hệ quả: 6x =3x(V92x? +3x+5 - V2x” - 3x +5). 


x=0 
Từ đây suy ra : 

v2x? +3x+5 —-v2x?-3x+5 =9 
Không nên bình phương 2 về của phương trình thứ 2, tốt hơn là cộng về 
với về của phương trình này và phương trình đâu. 
Ta có: 2/2x?+3x+5 =2+3x. Bình phương cả 2 vé, ta được phương 
trình hệ quả: 8x? + 19 + 20 =4+ 12x + 9x? © x=+4 
Kiểm tra các nghiệm x = 0, x=+4. Ta thấy chỉ có x = 4 thỏa mãn 
phương trình đã cho. Vậy phương trình đã cho có nghiệm : x = 4. 
x+1 


Ví dụ 3: Giải phương trình: jx” — -[§ x+ ) 


x-1 
Giải 
Nhận xét rằng, việc thay thế phương trình trên bằng phương trình 


Xx-1.x+1 -[sx*!]== sẽ dẫn tới mắt nghiệm x = — 1. Chúng ta 
== 


tránh nguy hiểm này bằng cách chuyển tới phương trình hệ quả: 


£1pntrlire li ƒ 


Phương trình này tương đương với tuyển: 2X+1 


Giải phương trình thứ 2. tạ có 
% 9 x=4 
(íx- =sx+1e:|x=l|= „xe l 1 GEm: 


Cuối cùng. nhất thiết phái kiểm tra các nghiệm. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm x =—] hoặc x = 4. 
Chú ý : Nếu chúng ta dùng định lý về căn của một tích dạng: 
=_ JNaah, nêu a>0 và b>0 
va.b = : ` 
vVCa/=b, nêua<0 và b<0 


thì ta có thể sử dụng phương pháp biến đổi tương đương. 


4 
Ví dự 4: Giải phương trình: = nhịn : q 
x5: 
Giải. 
4 4 
Ta biển đổi về phải — — =|_X—|- —¿x 
l -8| x T8 |x”—8 


8x 8x” x=0 x=0 
>¬ x>0©—. >0©| ; Ầ 
x-8 x =8 x`-8>0 x>2 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm x = 0 hoặc x > 2. 
Bài tập vận dụng 


1. Giải phương trình: jx+/x—1 -ÿx—9x—1 =9 
2. Giải phương trình: Mx?+x+4 „ = 9x? +2x+9 
3. Giải phương trình: Vx + x—1—x =1 

4. Giải phương trình: 2x” + 2x” -4x+12 =4x+8 
5 

6. 


. Giải phương trình: jJx+3—4x—1 +\Jx+8—6/x~ =Ĩ 


9 16 25 
Giải phương trình: -+~—=+————=24-x—19—.y—5—vz—91 
Ẽ k Jx- 19 dy-5 Vz—91 
1. Giải phương trình: xjy~1+2yVx- =xy (Œ*) 


8. Giải 12 trình: Vx”—4x+8 +‡»y? +12y+19 =3 
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9. Giải phương trình: —x” + y” +2x+ 4y +7= 2œ” +92x+1)(y” + 4y +6) 


š về : 
10. Giải phương trình r +x+9y+ ỹ = \œ? +2x+3)(—y” + 4y-— 9) 


11. Giải phương trình: V5 — x® = Ÿ8x' ~9+1 

12. Giải phương trình: V3- x + Vx~1 =3+(x— y)” 

13. Giải phương trình: /2x—1+x”-3x+1=0.  (xeR). 

14. Giải phương trình: là +x= ?| +|x—3|=x”+1 

15. Giải phương trình: /x— 9 - Vx +9 = 2Jx?~4~—9x+9 

16. Giải phương trình: đ4x?—1 +4x-1=l1 

17. Giải phương trình: x + /x+9 =Vx+1+Vx+4 q) 

18. Giải phương trình: x? +15 =3x—2+ Jx?+8 (1) 

19. Giải phương trình: x” + 3x+1=(x+ 3)Íx?+1 

20. Giải phương trình:x? + x+1 =1 (1) 

21. Giải phương trình: Vx +9 =5— 9x+4 

22. Giải phương trình: x — 2x —1 —(x—1)Jx + ýx?—x=0 

23. Giải phương trình sau:2Vx + 2+ 2x+1—\x+1 =4. 

24. Giải phương trình: x+ 2V7—x =9Vx—1+\-x? +8x~ 7 +1(xeR) 
25. Giải phương trình: V3x—9 + x—1 =4x—9+9\3x?-5x+9, xe R 
26. Giải phương trình: 1 +t2x-x” =Jx+4ï=x @) 

27. Giải phương trình: /x(x =1) + JjX(X +9) =2x? (4) 

28. Giải phương trình: (x? + 3x— 4)” +3(x” + 3x—4)=x+4 

29. Giải phương trình: (x + 5)(2— x) = 3x? +3x 

30. Giải phương trình: 2 ~x =1—x—1 


Hướng dẫn và đáp số 

1. Ỷx+2x- -Ýx-2Jx~ =2 
ấy tà x-1>0 x1 © x>l 
RE CS) 1z0  Ìn®-4xadaBvx ” TP 
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Khi đó phương trinh trở thành: 
dx~-1+2Jx=1+1~x<1~9/x=1+1<9 
©0Ä=1+Ð? =VQ~1=Đ? =#@ Vx=1+1~|Vx=1~1|=3 
e»vx=1~|Vx~1~1|=1 (*) 
Nếu x>2 thì #)esx—1-Wx=1+1=1 @ 1=1¡ W£š2 
Nếu 1<x<2 thì #)«<>Vx—1—1+Vx—1=1 @Vx-1=1 @x=9, 
không thỏa mãn. Vậy phương trình eó nghiệm với mẹi x >9. 
3, vx?~x+4+vx?+x+1=v2x?+2x+9 
Đặt t=x”+x+1, có A<0, suy ra t>0, khi đó phương trình trở thành: 
Mt+3+ Vt=v2L+7 ©t+3+t+2tŒ+3)=2t+ 7 
©&vt(t+3)=2©t”+3t—-4=0 ©t=1 hoặc t=-4 (loại) 
x=0 
x=-L 


Với t=1, ta có: x°+xv1 =1 xœ+)=0j 


Vậy phương trình có nghiệm x ={-1;0}.. 
Ñ, Ýx+\jx—V1—x =1 
x>0 x>0 
Điều kiện: 41— x>0 ©4‡x<l1 =— 
x-MI-x>0_ |x®+x-1>0 
Khi đó phương trình trở thành: 
dx-VI-x =1-Vx e&sx-VI-x=l+x-9Jx 
&x£2ýx—1=V1-x€©4x+1-4x=1—x 
©>£Ex =4VÍx 95x” = 16x œ x(95x —16) =0 


©>x=0 (loại) hoặc x= n Thử lại thì x = » thỏa mãn phương trình. 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = s 


4. 2x?-2x?—4x+12=4x+8 
Ta œ: 2x”—4x+12>0 VxeR_ (A<0). 
Đặt t = 2x? — 4x +19, t >0, khi đó phương trình trở thành: 
2x? ~4x—8+ 2x” —4x+19 =0 © t? +t—90 <0 =4 hoặc t=—5 
(loạ). Với t=4 ta có 2x? -4x +12 =4 © 2x? -4x+12=16 
x=l1+Vv3 


©x”-9x-2=0© 


x=1-3 
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Vậy phương trình có nghiệm x = ụ + v3Ì : 


`. dx+3—-4Vx~—1 >Jx+B—GJx~1 =1 
©x—1—4Vx~1+4+vx-1—6/x—1+9 =1 
©QWx~1~2J' + JWx~1~8)# =1e|W=1~3|+|Jx~1~3|z 1 
Đặt y =x—1, y >0 khi đó phương trình trở thành: 
|y-2|+|y-3|=1 @). 
Nêu 0<y<32©©x<5 thì (*)©2-y-y+3=1 ©9y=4 
© y =2 không thỏa mãn. 
Nếu2<y<3c>5<x<10 thì #)e>y-2—-y+3=1©>I=l, 
hiển nhiên.Với y =3, suy raVx~1=3 & x~1=9 «3 x=10. 
Vậy phương trình có "G 5<x<10. 


b 16 
kiên: Tổ "J5 "J= =#- {x-19-jy-5-—z—91 
x-19>0 x>19 
Điều kiện: y-5>0 œ 4y>ð. 
z—91>0 z= 81 


Cách 1: Phương trình tương đương với: 


9~6Vx~19 + (Vx 19)” „ 16-8Jy—5 +(Wy-—5)? 


vx-19 yỗ 
25 ~10\z—91 + (Vz- 91)? 
*+———————-=Ũ 
Vz—91 


c (8-Vx-19)2 19), (4-yy-5)” Kn = ,(6-z-91 (-Vz-91) 0 
=.x 19 =.— ýz—-91 
ýx-19=3 x-19=9 x=928 

Ẳ©‡4Jy-5=4 @ 4y-5ð=16 «@ $y=2l 
&-H1=g z—-91=95 z=116 

Vậy phương trình có nghiệm: (x;y;z) = (28;21;116).. 

, Vx—-19 >0 
Cách 2: Ta có: th y-5»>0 


a8 ⁄z~91 >0 


Áp dụng bắt đăng thức Côsi cho hai số không âm, ta có: 
9 
“=——=+{X=18 >9 s4EzTE 19 =6 
Ýx T19 lrn ~19 
T~+ữ 
dy~5 Wy-i 
==— †v⁄Z-9l >2 z—91 =10 
z—91 
9 25 
= +vx-19+ +Vz—-91>24 
⁄Vx-19 \ vVz—91 
Đăng thức xảy ra khi và chỉ khi: 
_ J - T8 
N. (g=x~19 x=98 
=WY-5  © 4l6ö=y-5 @œ $y=2l1 
. 25=z~—91 z=116 
5 Jz-91 
——— =vz-—9Ì 
Vz—91 


Vậy phương trình có XuoÀi (x;y;Z) = (28;21;116).. 


x-1>0 x>1 
hổ 2yvdx- -Š *), Điều kiện: = Ề 
xjy~1+9y sư (*). Điều ES= J2 


(Œ)©xJWy-—1 — +ômlx~ -xy=0 
e>~Š(y~#y~1)~y@x=2ýx=1)=0 
œ~5(W~1-U#~y(Wx~1 ~1 =0. 


=1=l =2 
Do x>l1, y>1 nên : Ầ© ù Ệ 
-1=1 y=2 


Vậy phương trình có nghiệm (x; y) = (2;2). 
8. vjx?~4x+8 + 4f2y? +12y +19 =3 

Ta có: Ýx? ~4x+8 =x?~4x+4+4 =.[(x—9)? +4 >2 
4/9y? +19y +19 =4Í9(y° +6y+9)+1=4l2(y +3)? +1>1 
=V*Ẻ~4x+8+ 2y? +12y +19 >3 


Ề 
Ạt 


Do đó, dấu *=” xảy ra khi và chỉ khi: 
x°-4x+8=2 hÖRenisen JÐN 
> c= 
42y? +12y+19 =1 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: (x;y)=(2;—3). 


y°+6y+9=0 ÿy=-ủ 


9. —x?+y?+2x+4y+7= 2Œ +9x+1)(y? + 4y +6) 


c»x?+9x+1+y?+4y+6—9\(x° +9x+1)(y? + 4y +6) = 9x) 
©(Vx?+2x+1-—jy? +4y+6)? =92x? 
Ta có: Vx?+2x+1=j(x+1)Ï >0 


\y?+4y+6=jy?+4y+4+9 =.j(y +39)? +9 > V2 
=(dx?+2x+1-djy°+4y+6)°>2 


y+2=0 y=-2 


F : =—I 
Dấu “=? xảyra ©4x?=l 7 œ6 4x=+l © » 
x+1=0 x=-—l 


Vậy phương trình có nghiệm: (x: y) =(—1;~2). 
xì yŸ 1 
10. TT LEHV củ +9x+3)(—y? +4y—2) 


©x? ~y? +9x+4y+1=94|(6Ẻ +9x+3)—y? +4y —9) 

© x? +9x+3—9|(xẺ + 9x +8)—y? + 4y -9) + (—y? + 4y =2)=0 
©(x?+2x+3 — (—y? + 4y~9)? =0 

©ýx? +9x+3 =|—y? +4y—9 ©x?+2x+3=—y? + 4y—9 


©x?+2x+1+y?—4y+4=0«©>(x+1) +(y—2)” =0 


x+1=0 x=-—l 
= = 
y-2=0 y=2 


Vậy phương trình có nghiệm: (x;y) = (—1;2). 

11. V5—x® =Ÿ8x'~3+1>vj5—x° -Ÿ8x*—2 =1 Œ®) 
Ta có: |x|>1 thì xf và x®>1; |x|<1 thì x' và x” <1, 
Xét |x|>1 ta có ð—x” <4 và äx”~2>1 


6 
t x <2 _ Js~x° -tf§x^~3 <1 nên (*) vô nghiệm 
3 4 
33x12 >1 


a8 


12. 


13. 


14. 


15. 


t¬-t?+ =+t-s=0ej 
t=-2 
a8 


Xét |x|< 1 ta có 5—x" >4 và 3x"~2<1 


“CN >>.“ 
= ly 2 non ~ Ñ3xỶ ~9 >1 nên (*) vô nghiệm. 
Ÿax!—2 <1 
Với |x[= 1= x” = x' =1, khi đó (*) được nghiệm đúng. 
Vậy phương trình có hai nghiệm x=~—1, x=1. 
vìaT~x+vx-1=2+(x—y) 
3-x>0 x<3 

c> 

x=1>0 x1 


Điều kiện £y 1xœe«5 

Áp dụng bất đẳng thức Bunhia cóp skicho hai cặp số 

(;1) và (V3~x;Vx~1) ta có: V3—x +x—1< /2—x+x—1) =9 

Mặt khác: 3+(x + y)” >2 (do (x—y)” >0). 

Do đó, dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi: 

| 312 ÐNg- “5ã (3—x)(x—1) =4 

x-y=0 x=y 

ai ÌPIoD 0) tmakbbu s F= = IÊP” 
x=y x=y y=2 

Vậy phương trình có nghiệm (x; y) = (2; 2). 


2 
Đặt L=V2x~1 (t>0) = x=^ 


Ì ` . Phương trình đã cho trở thành: 


9 t=1 
t~4t?+4t~1=0 © (t—1}'( +2t—1)=0 


Với t=1, tacó x=1. Với t=V2~1,ta có x=9-9. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x =9- V2; x=l. 
Đặt x? +x—2=a,3—x=b khi đó a +b =x? + 1 và theo tính chất đã biết, 
ta đưa phương trình đã cho về hệ phương trình tương đương: 
x°+¿x-23z0 
"PP š 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x <-2 hoặc 1< x <3. 
Tập xác định x > 2. Đặt t =vx—2—Jx+2 = t? =-2x?T—4+2x 
= ~t” =2x? —4—9x.. Thế vào phương trình đã cho được: 
t=1 
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Với t=1: x—2-Vx+2=1e©>vJx-9=1+vx+9 
©x-2=1+x+9+9Jx+9 © 2x—9 =~õ: vô nghiệm 
Với t=-2: Jx~2—x+2=-2©>vx~2+9=x+9 
©œx-2+4+4Vx-2=x+2©4Vx-9=0e>x=9. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm x = 2. 


16. Miền xác định của phương trình là x = 


Ta viết phương trình đã cho dưới dạng:v4x—1 =1— 4x? —1 
Với x>- thì J4x—1 >1, nhưng về trái 1~/4x? ~1 <1 


v{4áx—-1=l 
Vậy phương trình có nghiệm chỉ khi: J Ï“Š sx.` 
4x —-1=0 2 


Thay x 


=s vào phương trình đã cho để kiểm tra, ta được x =- là một 


nghiệm của phương trình . 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm x =5 : 


x>0 
khả, .2núg ng —\x(x+9) 
l>x>0 
= a= 4(1—x) 
\x(x +9) + J(x + 1)(x +4) 
1>x>0 
= 4(1—x) (3 


Ủ ——===——= ———=— 
\x(x+9) + /(x +1)(x+4) 


Khi xe[0;1] hàm SỐ Vị 


giảm và y,>0 


1 
R VJx(x+9) + ý(x +1)(x+4) 


y„ =4(—x) giảm và y„ >0 = y=y¡y; giảm trên [0;1] 


Do đó (*) có nghiệm => (*) có nghiệm duy nhất : 
Dễ thấy x =0 là nghiệm = phương trình có duy nhất 1 nghiệm : = 0. 


18. Ta có: 


: F ká 
() © Vx?+15-vx?+8=3x-2©© ———————=3x-2 


Ta có f(x 
bộc „. 
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" 


\x?+15+vx?+8 


giảm trên R 


T 
+ Vx?+15 +vx?+8 


“9 Ñ „ 
`. «4 


g(%) = 3x ~ 2 tăng trên R và f(1) = g(1) 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 1. 


19. x”+3x+1=(x+a 3)jx?+1 
=(Œ°+])—(x+3)Nx? +1+3x =0. 
Đưa vào ân phụ t= Vx? +1, phương trình tương đương với hệ phương 
t=ýx?+1 

t —(x+3)(+3x =0(1)ˆ 

Coi (1) là phương trình bậc hai đối với ấn t, ta có: 

A=(x+8)” ~12x =(x~—3)° 


Từđó: t,= — = vx”+1 (vô nghiệm) 


#9] x*+1©x=+22. 


trình 


n -1<x<l 
20. Ta có: (1) © Vx+1=1-x” “ 
x+1=(I-x?)? 
ST ST oi -l<x<l 
ha. 2 © 1+5 
(x+ 1)[1 -(x+1)(x— 1Ỷ|=0 xX=-l;£=0¿x= D 
Vậy phương trình có nghiệm : x =—1;x =0;x = - ` : 


2 


- 


- Phương trình tương đương với: 


Vx+9+v2x+4=5 


x>-2 
© 
3x+13+2/(x +9)(2x +4) = 25 


x>-2 
c> 
2/(x+9)(2x + 4) =12—3x 
4>x>-2 
4(x+9)(2x+4)=(12—3x)? 
?®—160x =0 x8 
« rên “ «> JÌx=160 
>x>- 
- 4>x>-2 


Vậy phương trình có nghiệm x =0. 
22. Với điêu kiện x> ] ta có: 


(Vx=1Z®Qx~1—1- xœ—1))=0©x—1 =1 (1) 


A8 : 


ấ 


23. 


24. 


25. 


hoặc /x~1~1~ ÿx(x~—1) =0 (2). Ta có (1)  x=9. 
Mặt khác (2)>x—1=1+x(x—1)+9./x(x — 1) 
«©®(x~1)” +2x(xT— 1) +1=0 vô nghiệm. 
Do đó phương trình có nghiệm duy nhất x = 2. 
2jx+2+2Jx+1—x+1=4. Điều kiện: x >—1. 
Phương trình đã cho tương đương với: 2j(Vx+1 +1)? -Vx+1 =4 
©Ằ 2dx+1+1)-Vx+1=4 œ Vx+1=2 œ x=3. 
x+2V7~x=2X~1+—x?+8x~—7 +1 
© x—1-9ýx—1+27—x—.[(x~ 1)(7~— x) =0 
œ x—1(Qx~1~9)~7=x(Vx=1~9) =0 

dx-1=9 X=5Õ 
= (dx-1-2)(Vx~1-7=x)=0 =4 khe = hạn 
V3x-3+vx~1=4x-9+9/3x?~5x+2 (1) 
© v3x-3+vx—1=(3x~9)+(x~1)—6 + 9./(3x ~9)(x —1) 
œ© V3x-3+Vx—1=(|3x-2+Vx—1)?—6. 
Đặt t=v3x—2+x—1>0 


() thành t=t”—~6 6 t=3 hoặc t=-9 (loại) 


th so lPP Si -n œ #4 ba mua day 


x>l 


là 2J(3x-2)(x -1) =12— 4x Sai (3x—2)(x—1) =6—2x 
x>l1 xã1 
_ —1)=(6—9x\2 “—- = 
« (3x—2)(x—1) =(6—2x) sn xÝ =19x+34=0 s4 #=Ö 
1<x<3 l1<x<3 


26. Tập xác định : 0<x<1 
- Phương trình tương đương với:1+ 2 J(I -*) =vx+1—x 


= 


> 


1 6“. 


ri 
Đặt /x+V1-x=t©> x{-x)=+ — la được: 
()<>1+2(È~D=L© Ở ~ät+2=0 «tị, =1ty=2 


Với tị =1:Vx+1—x=1«©>x, =0;x¿ =1. 
Với tạ =9: v2 + 1x =9:vô nghiệm. 
Đáp số: x, =0;x„ = 1. 


2 


x(x—-l)>0 
«© 

x(x+2)>0 

+ Thấy ngay x = 0 là một nghiệm. 

+ Với x<-~2: (4)<» J—x(1—x) + \-x(-x-9) = 2V(-x)? 

<sVI-x+V-x-9=92-x 


©Sl-x-x-9+23 (1-x)(—-x-3) =4(—x) 


27. Tập xác định : (x<-2)+(x >1) và x=0. 


©2vVx?+x—9 =l-2x(Với x<-2, hai về cùng > 0) 
S9 4G + x~8)=1-4x + đxể có x =C (loại) 

+ Với x>1:(4)©vx-1+vx+9=9x 

<3 2x +1+ 2Œ — 1) +9) =4x 9x? +2—2=2x—1 


Ss ÁGỞ +x~8)=4x” =4x+1eex 


Vậy phương trình có hai nghiệm là: x = 0;x = m 


28. Viết phương trình về dạng: 
(x? +8x~—4)? + 4(x? +3x— 4) = x? + 4x 
©[(x#+8x= 4)” =x? ]+4[(xẺ +8x~4)~x]=0, 
Ắ> (x° +2x~4)(x” + 4x) =0 x=—1+ Vỗ;x =0;x =—4, 
29. Viết lại phương trình: —x? - 3x + 10 =3/x? + 3x 
Đặt t =vx? + 3x >0 thì phương trình trở thành: 
~t + 10 =3t © t + 3t —10=0 © =2 hoặc t =—5. 
Vì t> 0 nên t=2 © x” +3x=4e©>x?+3x—4=0«©>x=1 hoặc x = -4. 
30. Đặt u = Ÿ2—x ©u” =2—x;v=vx—1>0c©>v?=x—1 
ẫ u=l-v (I) 
Khi đó ta có hệ phương trình:Jˆ. : 
ĐEPRVMV "Pin 
Từ phương trình (1) thế vào phương trình (2): 
(1—v)°+v?=1e©S1-3v+ä3v?—v?+v?=1 
v=0 
©vì—4v? +3v=0 | v=1 
v=3 
Từ đó phương trình có 3 nghiệm x =1;x =2;x = 10. 


A8? 


hương 6. Phương trình, bất phương trình 
qui về bậc nhất, bậc hai 


Một số kiến thức cơ bản 


b>0 
) là|=b © e5 2) JA|=[H © a=+b 
b<0 
h b>0 
3) |a|<b œ -b<a<b 4) |a|>b © 
a>b 
là 


5) |a|<|b| © a?<b © (a-b)(a+b)<0. 
Dạng I: Giải phương trình qui về bậc lai 
a. Phương trình chứa ẩn ở mẫu số 
Cách giải : 
Bước I: Đặt điều kiện để phương trình có nghĩa. 
Bước 2: Qui đồng mẫu só, biến đổi đưa về phương trình bậc hai . 
Bước 3: Giải phương trình bác hai trên. 
Bước 4: So sánh với điều kiện và kết luận nghiệm . 
b. Phương trình chứa dẫu giá trị tuyệt đối 
Nguyên tắc để xét phương trình, bắt phương trình loại này là phải khử 
được dấu trị tuyệt đối. 
Cách giải : 
Bước 1: Đặt điều kiện để phương trình có nghĩa. 
Bước 2: Khử dấu giá trị tuyệt đối, biến đổi đưa về phương trình bậc nhất 
hoặc phương trình bậc hai .. 
Bước 3: Giải phương trình bậc nhất hoặc phương trình bậc hai trên. 
Bước 4 : So sánh với điều kiện và kết luận nghiệm 
e. Phương trình bậc cao 
Để giải các phương trình bác cao, thông thường người ta sẽ sử dụng một 
trong các phương pháp sau 
1. Phương pháp đưa về dạng tích. Để sử dụng được phương pháp này, 
các bạn cân luyện lại phương pháp phân tích đa thức thành tích của 
các thừa só. Nhiều trường hợp đòi hỏi các bạn phải biết cách thêm. 
bớt các số hạng cân thiết đề đạt được mục đích. 
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2. Phương pháp đặt ân xó phụ. 

2-1. Phương trình trùng phương - ax` +bx? +e=0. 
Củúch giải: 
Bước I: Đặt x°? =t>0. 
ước 2: Biến đổi đưa vẻ phương trình bác hai . 
Đuốc 3: Giải phương trình bậc hai trên. 
Bước4: So sánh với điều kiện và kết luận nghiệm 


3-2. Phương trình (x + a)(x + ð)(x + e)(x+đ)= evới a+d=b+e. 


Cách giải: 


Bước 1: Đặt t= x” +(a+d)x+k=x?+(b+e)x+È với k~2 (aở +bc) 


Bước 2: Biến đổi đưa về phương trình bậc hai. 
Bước 3: Giải phương trình bậc hai trên. 


Buước4 : So sánh với điều kiện hoặc thử lại và kết luận nghiệm. 


2 
2-3. iPhương trình ax" + bxŠ + c? + dv +e=0với  = B ;e0. 
k) 


Cách giải: 


D 
Bước 1: Đặt tex+-Š “Í**&) =*# sa l 
bx bx 


2 
=z-(#] Tản: 


hước 2: Biến đổi đưa về phương trình bậc hai . 
Bước 3: Giải phương trình bậc hai trên. 


Blưếc4 : So sánh với điều kiện hoặc thử lại và kết luận nghiệm. 


2-4. IPhương trình bậc 4 dạng: (x + ø)` +(x + b)” =e 


a+b a-b 


Cách: giải: Đặt y = x + © x+gơ=y+ 


giải. 
Dạng; 2: Giải bất phương trình qui về bậc hai 
Buiến đổi bắt phương trình về dạng tích 


_ lu 
B>0 B<0 
Ä.sb & | ''”®” tuy À.Bé0'€ 
A<0 A<0 
B«<0 B>a0 


ị x‡bxcm— 


Đhưu phương trình trên về phương trình trùng phương ẩn y đã biết cách 
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Các ví dụ mình họa 

Dạng ï: Giải phương trình qui về bậc hai 
1. Phương trình chứa ẫn ở mẫu số 

Ví dụ I: Giài phương trình: 

1 1 1 3 
—————+ Ầ = 
x+5x+4 x?°+llx+28 x?+17x+70 4x-32 

Giải 


Điều kiện xe {no-s-s-n.] 


Với điều kiện trên thì phương trình đã cho tương đương với 
==.5....."........ 
(x+l)\(x+4) (x+4)(x+7) (x+7)(x+10) 4x-2 
l, ¬)*3Í= z)“sÍ= “5Ì 
©-Ì|—-—|:- - + _ = 
3\(x+1l x+4j/ 3(x+4 x+7/ 3\(x+7 x+10/ 4x-2 
ti 1 3 
jSl——= = 
3\(x+1 x+1l0) 4x-2 
©x?+7x+12=0©>x=-3 hoặc x=-4. So sánh với điều kiện ta có 
phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x=-3. 
x+l x-2 x-3 Xx+4 
+ + =4 
x-l x+2 x+3 x-4 
Giải 
Điều kiện x £ {-3;-2;1;4}. Với điều kiện trên phương trình đã cho tương 
4 6 8 


: 2 
đương với: 1+——+1— +1~— +1+ =4 
v x-1 x+2 x+3 x-4 


1 4 ) 2 3 ) 
©|——+—|-|—'—|=0 
x-l Xx-4 x+2 x+3 
ðx-8 ðxt12 _ 

(x-1)x-4) (x+2)(x+3) 


Ví dụ 2: Giải phương trình: 


©(Bx~8)(x+2)(x+8)~(6x+ 19)(x~1)(x~4)=0 es xẺ + x= SE =0 


Kết hợp với điều kiện, phương trình đã cho có hai nghiệm: 


1 1 1 
2008x+1 2009x+2 2010x+4 2011x+5 


Ví dụ 3: Giải phương trình 


_ 


Giải 
Điều kiện xek- : "= : = : = : 
2008 2009 2010 2011 
Với điều kiện trên. phương trình đã cho tương đương với 
l T 1 ` 1 N ] 
2008x+1  2011x+5 2009x+2_ 2010x+4 


4019x +6 4019x+6 
= 4019x+.6=0 
(2008x+1)(2011x+5) (2009z + 2)(2010x +4) tả x4 
Hoặc: : = 1 


(2008x + 1)(2011x +5) (2009x+2)(2010x+4) 
«+ 4019x +6 =0 hoặc (2008x + 1)(2010x + 5) -(2009x + 2)(2011x + 4) =0 
«+ 4019x+6=0hoặc 2x” +5x+3=0 


Kết luận: phương trình đã cho có ba nghiệm: x = “ng! =-l;X=—— 
Vĩ dụ 4: Giải phương trình: —— ——+—'=—= 
-ðx+2 3x +x+2 
Giải 


Điều kiện xe Ề HỆ Với điều kiện trên phương trình đã cho tương 
đương với 

2x(3x? +x +2) +13x(3x? — 5x + 9) = 6(3x? -5x + 2)(3X” + x + 2) 

c> 54x! —117xŠ +105x? - 78x + 94 =0 © (2x — 1)(3x —4)(9x” — 3x + 6) =0 
Kết luận: phương trình đã cho có hai nghiệm: x = 5 Và x= kà 


4 
1 1 
Ví dụ 5: Giải phương trình: ¬ s.% Đề 
Giải 
Điều kiện x > 0 và x+1. Với điều kiện trên phương trình đã cho tương 
==c ( 
2ýx 


* Nếu 0 < x < I thì về trái của (1) là số âm, trong khi về phải là số dương 
(mâu thuẫn). Vậy phương trình không có nghiệm trong khoảng (0; 1). 
* Nếu x > I thì hai về của (1) đều dương, bình phương hai về ta được: 

x? -2x?T—16x+1=0 © (x° +3)Ÿ —8(x+1)? =0 


©(x?-92x+3-—242)? +2/2x+3+2.2)=0 
Kế ¡ điều kiện x > 1 ta có: x=2 +\2V3 —1 
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Ví dụ 6: Giải phương trình K rR =8 
x'+x?—x 


Giải 
CN Q2 .. ti 
Điều kiện x0và x#———`ˆ. Chia cả tử số và mẫu số ở về trái cho xỶ 


: Nụ 
rôi rút gọn ta được: —=—-B 
x.=—=#1 
X 


Đặt t=x -. phương trình trên trở thành 
x 


t?ẹt : 
=ä©f +3t+2=0 ©t=l1 hoặc t=2. 
t+1 
Với L= 1 la cố:x~Š=1esx'~xS1<0cx xc LỆ lỗ, 
š 


* Với t=2, ta có:x—-L=9 © x?~9x+1=<0©>x=1+ /8, 
X 


Kết luận: phương trình đã cho có bốn nghiệm là: x = : tp và x='+ v9 
Ví dụ 7: Giải phương trình: sẽ + —— . 
3x -4x+l 3x +2x+l x 
Giải 


Điều kiện xz0/x#lVây z2, Biến đổi phương trình đã cho hành: 


2 18 


1 


=.. =6. Đặt 8+ ~ác, phương trình trn trở 
tt 3x+2+— _ 
X 


¬". ©2t?+7t—-4= 0et=E hoặc t=~—4. 


* Với t=c la có 3V+ T4=E 
X 


©Ẩ612~11x+4=0© x=Š hoặc x=s 


* Với t=~4, ta có: §E+2~4—~-3-ex385421=U0 
X 


Phương trình này không có nghiệm thực. 


Kết luận: phương trình có hai nghiệm x = quả KHỂ.. 


g5 Ê ; : 
ph È 


lở 


E 


1 
—=Ì5 


(x+1)” 
Giải 
Điều kiện x #0và x z —l. phương trình đã cho tương đương với phương 


Ví dụ 8: Giải phương trình c5 + 
x 


) 


trình sau: VI BE, =l5© : + _ 
xÝ(x+1) \ x(x+1) x(x+1) 
Đặt ` =t,phương trình trên trở thành: t”+2t=15c>t=3 hoặc 
X(x+ ]) 
t=-—5. 
* Với t= 3, suy ra ¬ =Ố 
* Với t=—5, suy ra 5x” +5x+1=0«€>x= =é = 
Kết luận phương trình đã cho có bốn nghiệm: F ¬— : ` 
x+l x+l x-#Ý 
Ví dụ 9: Giải phương trình: + =19 
k9 Gái tương (S2 Ï E5 =3 XE) 
Giải 
Điển kiện kủ và sẻ8 Đặt n XS) gu, 
#x- x3 


Phương trình đã cho trở thành uŸ +uv =12v” © (u —3v)(u + 4v) =0 
©®u=8äv hoặc u =-4v. 


* Với u=3v, ta có: —a. 
x— 


== 
%.-: 


cỞ -18x+0~0e.-<Š 


2 
# Vi „#1 x-2 
Với u=-4v,ta có Š =4.——— ©>5x” -12x +19=0. 
x-2 x3 


Phương trình này vô nghiệm. 
8+446 
X. sx 


Kết luận: phương trình đã cho có hai nghiệm x = 


Ví dụ 10: Giải phương trình: ——————————a=a.z 
x 
Giải 
Điều kiện x z 0, phương trình đã cho tương đương với 


4 1 
+—==——ứ 
s0" 2x? ĐEN g SN, 
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£ 3 3 8 
Áp dụng BĐT _ kề s2 5Ÿ với Vx,y >0. 
X V X+V 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi Ê.=Š,ia có: 
XY 
A““.... 


x°+3x+9 2x2 3x 2+3x+9 x°+x+3 
Suy ra (*)© x? +3x+9=4x” ©x”—x—3=0 


Kết luận: phương trình đã cho có hai nghiệm x = ` biết : 
2. Phương pháp đưa vỀ dạng tích 
Ví dụ 1: Giải phương trình: x' -4x” +12x-9 =0. 
Giải 

Viết phương trình dưới dạng: xỶ =(2x-3)” =0 

x°+2x-3=0 x=l 
= 

x°-2x+3=0 x=-3 
Chú ý: Đề sử dụng được phương pháp này. các bạn: cần luyện lại 
phương pháp phân tích đa thức thành tích của các thừa sỐ. Nhiều trường 


hợp đòi hỏi các bạn phải biết cách thêm, bớt các số hạng cân thiết đề đạt 
được mục đích. 


Ví dụ 2: Giải phương trình: xÌ—4x =]. 
Giải 
Đưa phương trình về dạng: x' + 9x” +1-2x?~4x~2=0 
œ @Œ#+1)?~9(x+1)? =0 [x?+1+2(x+1)|(x? +1— V2(x+1)]=0 
x+1+⁄2(œx+1)=0 Œ) 
x+1-v9(x+1)=0 @) 
Phương trình (1) có A =-4/2~9<0 nên vô nghiệm. 
Phương trình (2) có A = —eM ~9 >0 nên có hai nghiệm: 


đường 


Xi¿= . Đó là hai nghiệm của phương trình đã cho. 


© [x?+2x-3][x?~2x+3]=0 


Ví dụ 3: Giải vàn trình: x' +12x” +32x”-8x—4=0. 
Giải 
Ta có 
x' +19x2 +32x? -8x—4=0 6 xf +12x) +36x? -4x”T-8x—4=0 
© (xỶ +6x)? ~ 4(x” +9 + 1) =0 © (x? + 6x)” — 4(x + 1Ÿ =0 
© [x” +6 2(x + 1)][x” + 6x + 3(x + 1)] =0 


xi 4đã<Ð=Ú „. „, „ 
„ từ đó ta có phương 


©(x?+4x~2](x” + 8x+2)=0<s : 
x+8x+2=0 
trình có các nghiệm sau x;„==9+/6 ; Xạ; =--đ4 x14 


Chủ ý: Khi xét số nghiệm (khác nhau) của phương trình tích các bạn cần 
lưu ý đến những nghiệm giống nhau của các thừa số. 
3. Phương pháp đặt ân số phụ 
Ví dụ I: Giải phương trình: x' -4x” +8x—5=0 
Giải 
x†~4x? +8x—-5=0 ©s(x! -4x? +4x?)—4x?+8x—5=0. 
«»(x? —9x)? -4(x”=9x)—5=0. Đặt x°—9x=t. Phương trình đã cho 
trở thành: t° -4t—5 =0. Giải phương trình này ta có tị =—]; tạ = 5. 
Khi tị=—l, ta có x?—~9x=—1©x”~2x+1=0«©x=1. 
Khi tạ = 5, ta có x? -2x =5 x?—~2x—5=0 ©xị„ =1+ý6. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm x,„ =1+ v6,x=1. 
Ví dụ 2: Giải phương trình: 2x" =5x” + 6x” ~5x+2=0. 
Giải 
Đây là phương trình dạng: ax" + bx” +cx”+bx+a=0_ (a#0) 
Ta thấy: x =0 không phải là nghiệm nên chia hai về cho x” ta có phương 


trình tương đương: 2x” ~5x +6— B.Š+ 2.-=0 
SN”: 
= sÍs” +j]-5[x+x)+6=0: Đặt X —. (điều kiện: |X| > 2). 
X X x 
Ta có phương trình tương đương: 


X=l 


2(X?~2)-5X+6=0 «© 2X ?-5X+92=0 © 
X=2 


Do |X|>2 nên chỉ lấy giá trị X=2 xi =8 © x=l. 


Chú ý: Phương trình trên cũng có thể đưa về dạng tích. 
Ví dụ 3: Giải phương trình: (x + 4)(x +ð)(x + 7)(x + 8) =4. 
Giải 
Ta có (x+4)(x+5)(x+7)(x+8)=4c>(x”+ 12x+39)(x? + 12x + 35) = 4 
Đặt x? +12x +39 = => x” +19x + 35 =L+3. Do đó phương trình đã cho 
trở thành t(t+ 3)= 4e t +3t—4=0 © tị =1;t¿ =—4 
Khi t= Ï ta có x? +12x+32=1© x? +12x+31=0© xị; =—6+ v5 
Khi t=~4 ta có x? +12x+32=—4 © x? +12x +36 =0 c» x=~6 
„3 § 
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Vậy phương trình có các nghiệm sau x,„ =~6 + v5. x=~6. 
Ví dụ 4: Giải phương trình: (x” —1)(x + 3)(x +5) =9. 
: Giải 
Việt lại phương trình, ta có 
(x~1)(x +ð)(x + 1)(x +3) =9 © (x? +4x—5)(x? + 4x + 3) = 9 
Đặt: t = x” + 4x, phương trình trở thành: (t—5)(t + 3) = 9 hay: 
t~2t—94 =0. Giải phương trình này ta có: t=6;t=~4 
Với t=6«e>x”+4x=6, giải ra: x=—-9+ V10 
Với t=-4©x”+4x=-~4, giải ra: x = -2. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x =2; x=-9+ V10. 


» 1 2 92+ýx 
Ví dụ 5: Giải phương trình: ———-= : 
: p v TT Ti 2x 
Giải 
9 92+dx 


Ta có 


+ = 
l+x 1+⁄x 2x 


© 2x(+x)+4(1+x)x =(1+x)(1+ Vx)(9+ ýx) 

©2x+2xýx +4x+ 4x? =(x+1)(2+ 3X + x) 

©6x+4x? +9xVx =9x+2+3xVX +x?+3X+x 

©3x+3x? ~ xVx -3Vx -9=0. 

Đặt vx = y >0, phương trình đã cho trở thành 
3y°~y! +8y? 8y T9 =0 ©@(y—1)(3y? + 9y? + 5y +9) =0 


Do y>0=>3y? +9y? +5y+2>0, suy ra y = 1, nên phương trình ä cho 
có nghiệm x = ]. 


: 1 1 
Ví dụ 6: Giải phương trình: — + =3 
X dj2-—x? 
Giải 
Điều kiện x z0; 2~x? >0©|x|< 2. Đặt y =v2—x? >0 
x°+y?=9 (U 
Ta có: . Từ (2) có: x+y =2xy. 
lì (9) @) y=2xy 
x ÿ 


Thay vào (1) có: xy = I hoặc xy = g: 


8 L2) cu 


* Nếu xy =1 thì x + y =2. Khi đó x. y là nghiệm của phương trình 
* X?-9X+1=0<>X=1Sx=y=l. 


* Nếu xy= =5 thì x+y =—1. Khi đó x, y là nghiệm của phương trình: 
X°+x-1~ge„x~=L‡v5 
2 2 
Vì y > 0 nên: TC EU ỊS —- 
2 2 
Vậy phương trình có hai nghiệm x, = 1;x, =- 


Ví dụ 7: Phân tích thành nhân tử: A =x! ~5x” +10x+4 


, 4 
Áp dụng: giải phương trình °— 5 =ỗK 
x - 
Giải 


A=x!—5x!+10x+4 

=xt—x)T—9x? -4x) +4x”+8x—2x”+2x+4 

=x?(x? —x—9) + 4x(x? -x— 2) - 2(x” - x— 2) 
=(x?~x~9)(X? ~ 4x9) =(x” ~ 9x + x—9)(x” — 4x — 2) 
=[x(x ~9)+(x—9)](x? -4x—9) =(x-9)(x +1)(? -4x—2) 
Áp dụng: điều kiện: x? -9 z0 © x z+V2 


X + — 5x co x +4=Bx(x2 ~9) 
x.-2 
©xf —5x? +10x+ 4=0 ©(x—9)(x + 1)(x? -4x—2) =0 
x=2 
x-2=0 x=2 VY. 
©|x+1=0 ©|x=-l =. 
x?-4x-9=0 (x-9)” =(/8? x=⁄6+23 
x=-v6+2 


Các giá trị của x tìm được đều khác +2 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: 
Kị, =2¡X;y =—l;Xa =6 +9;x, =-v6+2 
4. Phương trình chứa dấu giá trị tuyệt đối _ 
Ở đây các bạn cần lưu ý các phép biên đôi cơ bản: 


=b„€ . 2)|a|=|b| es a=+b 
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Ví dụ 1: Cho phương trình: |x” -2x + mÌ =x—1 


a. Giải phương trình với m=0. 
b. Tìm m đề phương trình có bốn nghiệm phân biệt. 
Giải 
Đặt X =x—L thì phương trình đã cho trở thành: lổ +m-1|=X ) 


Với m=0 ta có: 


X>»0 X»0 TẠP Ä +1+x5 
= = = 
Xf-1=aX ”|Xf+K-1=0 Ác cu 3 
3+5 
.. 
Vì x=X+1 nên suy ra: 
1+5 
x= 
2 
Phương trình đã cho có bốn nghiệm phân biệt > (*) có bốn rghiệm 
_. X>»0 X>0 
phân biệt. (*) & =. : 
X +m-1=+X X?*+X+m-1=0 


(Œ) có bốn nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình 
X?-X+m-1=0 có hai nghiệm không âm phân biệt và phươn; trình 
X?+X+m~1=0 có hai nghiệm không âm phân biệt. 

Nhưng phương trình X? +X+m~—1=0 không thể có hai nghiệm không 
âm (các bạn tự giải thích). 

Vậy, phương trình đã cho không thẻ có bốn nghiệm phân biệt. 

Chú ý: Phép giải câu 2 của ví dụ trên sẽ rất phức tạp nếu các bạn sr dụng 
phương pháp chia khoảng. 


Ví dụ 2: Tìm m để phương trình: x? - 2x - m|x -1|+ m? =0 (1) cóngiiệm, 
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Giải 

Đặt X=|x~1|= lim f(X) =-—1 ta có x?—9x=X?—1 
nên phương trình (1) trở thành: X”-mX+m”-1=0 (3). 
Phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi (2) có ít nhất một rghiệm 
X>0. 
Trường hợp I: (2) có nghiệm X =0 © P=0 «& m”—1=0«<> n= +] 
Trường lợp 2: (2) có nghiệm 

X:40<⁄X, 6© P<0 © m?-1<0«© -1<m<l. 


A>0 
Trường hợp 3: (2) có nghiệm XỊ, X, >0 6s JP>0 


S»0 
2V3 2/3 
— <sm<—— 
-8m” +4>0 "8 ä dã 
& 1 
é& lmễ-Ix=U œ JÍP”” Ằ& ÍxweS. 
m<-] 3 
m>0 
m>0 
Kết hợp các kết quả, có: ~<m < Đ, 


Chú ý: Ở thí dụ trên có thể dùng phương pháp chia khoảng những phép 
giải sẽ dài hơn. 
Ví dụ 3: Giải phương trình là +xX -3 +|x—3|=x”+1 
Giải 
Đặt x?+x-9=a,3-x=b khi đó a+b=x”+lvà theo tính chất đã 
biết, ta đưa phương trình đã cho về hệ phương trình tương đương: 
N +x-9>0 
3-x>0 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x <-2 hoặc 1<x <3. 
$. Phương trình có chứa tham số : 
Ví dụ 1: Giả sử m là một tham sô đề phương trình : : 
(Œ - 1)(& - 3)( — 3) — 4) = m có 4 nghiệm xị, xạ, x;, xạ đều khác 
không. Hãy tính giá trị của biểu thức: P= KIÊN +-È theom. 
XỊị X; Xs Xụ 
Giải 
Phương trình (x-— 1)(x—2)(x—3)(x-4)=m_ (1) 
Œ)_ ©(x?-5x+4)(x?-5x+6)=m. 
Đặt y = x?—5x + 4 thì phương trình đã cho trở thành: y?+ 22y-m=0_ (2) 
Ta có: A=l1 +m>0 < m>-I. 
Phương trình (1) có 4 nghiệm nên phương trình (2) có hai nghiệm y\, y; 
với y†y;=~=2;y¡y¿=-m (m>-]). 
Bồn nghiệm xị, x¿, x,, x, có vai trò như nhau trong phương trình nên ta 
có thê coi xị, x; là nghiệm của phương trình: 
x° -Bx+4=y¡ ©œx”—5x+4—y¡ =0 
Và x É' nghiệm phương trình: x?— 5x + 4— y;= 0. 


AB 
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: Xị+X¿=5; XX#a=4—ÿ 
Tacó: | kh» NG: vo › 


Xạ† X¿=ð;XaX¿ 4 — Yạ 


v 5 
NênP=-L..L„ 1, 1_Xtx; XD 5 ._—5 
Xị Tý Xà X. TNc XạxX, 4-y, 4-Y; 
B[8—(y,+yv,)] _ 50 


_16-4(yy+y,)+yyy, 24-m. 
Ví dụ 2: Tìm m để phương trình: x'—x? +2mx—mẺ =0 có bến rghiệm 
phân biệt. 
Giải 
Ta việt phương trình dưới dạng: 
xỶ -(x? -2mx +m”)=0 © xỈ-(x-m)?=0 
x°+x-m=0 (1) 
x'-x+m=0 (9) 
Phương trình có bốn nghiệm phân biệt khi và chỉ khi (1) và (2) đòng thời 
mỗi phương trình có hai nghiệm phân biệt nhưng chúng khing có 
nghiệm chung. Trước hết (1) và (2) đồng thời có hai nghiệm phân ›iệt 
Ar>0 1+4m >0 
Ầ 
A;>0 1-4m >0 


© (x°+x~m)(x°~x+m)=0 | 


1 1 
© -—-<m<- 
4 4 


Nhưng nếu (1) và (2) có nghiệm chung xo thì: [ 


Cộng từng về: 2x? =0 > x„ =0. Do đó: m=0. 
W 1 
^ ` z; LÁ .ˆ ˆ .^ =—=<m«<= 
Vậy, phương trình có bôn nghiệm phân biệt <> 4 4 
mz0 
Ví dụ 3: Tìm m để phương trình: (x? - 1)(x + 3)(x+5)=m (1) có bốn mhiệm 
phân biệt. 
Giải: 
Đây là phương trình dạng: (x + a)(x + b)(x + e)(x + đ)=, với a+b=e+d. 
Ta có: (x— 1)(x + 1)(x + 3)(x +5) =m 
e[(x~1)(x+5) |[(x+1)(x+3)]=m [* +4x- 5l|[x” +4x+3|=m 
Đặt X = x” + 4x+4=(x+ 9)” >0, ta có phương trình tương đương 


Truyền © X”'-10X+(9-m)=0 @) 
Ø 


a8 


Phương trình (1) có 4 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (2) 
có hai nghiệm dương phân biệt: 

A'>0 
@t jÑSÃỹ @$ ¿: 


P>0 


|JIð6+m>0 


©> -lö<m<9. 
|9—m „q 


Vậy với —l6 <m <9, thì phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt. 
Ví dự 4: Tìm m để phương trình sau có ba nghiệm phân biệt: 
(x-2)(z° +mx+mẺ -3)=0. (*®) 
Giải 
Phương trình đã cho có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình 
f(x) =(x” + mx+ m” ~3)=0 có hai nghiệm phân biệt khác 2. Điều này 


tương đương với J^?? gay 
ơn ; È: 
CEWGG-- AUÀ (17 7: 


-3m” +12>0 s -2<m<3 

J...ố In: Ï 

Vậy giá trị m để phương trình sau có ba nghiệm phân biệt : 
(x-2)(x” +mx+mỶ =3) =0 là : nhieu 

mz-l 

Chú ý : Đừng nghĩ rằng phương trình (*) có nghiệm x = 2, thì chỉ cân 
đặt điều kiện phương trình ƒ (x) =(x” + mx + m2 —3) =0 có hai nghiệm 
là đủ 

Ví dụ 5 : Biện luận số nghiệm của phương trình: x" -m(x+2)+8=0 (1) 
theo m. 

Giải 
Ta biến đổi phương trình đã cho về dang phương trình tích : 
x” -m(x +9) +8 =0 © (xỶ +8)~ m(x+9) =0 
© (x+2)(x? -92x + 4) ~ m(x + 9) - 0 © (x + 2)(x? - 2x + 4—m) =0. 
Số nghiệm của phương trình (1) phụ thuộc vào số nghiệm của phương 
trình :(x?-2x+4-m)=0_ (2) khác - 2, do đó phụ thuộc vào 
A'=m-3 và f(-2)=12—-m. Xảy ra các trường hợp như sau : 

Trường hợp l: A' =m—3<0 ©m <3, phương trình (2) vô nghiệm,nên 
phương trình đã cho có một nghiệm x = ~2 . 
Trường 2: A'=m-3=0©>m =3, phương trình (2) có nghiệm kép 
X là phương trình đã cho có hai nghiệm x = —2, x = l. 
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Ví 


Ví 


Trường hợp 3: A'=m—3>0 ©®m >3; f(-2) =12—m #0 em #12. 
Do đó, nếu M tứ thì phương trình (2) có hai nghiệm, nên phương 
trình đã cho có ba nghiệm. 
Nếu m= 12 thì phương trình đã cho có hai nghiệm. 
dụ 6: Chứng minh rằng phương trình: x†—9(m” +9)x”+m”+3=<0 
luôn có 4 nghiệm phân biệt X;, X;, X;, X với mọi giá trị của m. 
Tìm giá trị m sao cho XỔ + X2 + Xã + Xã +) -X; (X; (X, = 11 
Giải 

x1 —2(m? +9)x? +mf +3= 0. Đặt: t= xỶ, ta có : 
t? ~9(m? +9)t+m! +3=0 (2)(t>0). 
Ta chứng tỏ (2) luôn có hai nghiệm: 0< tị < t; ; 
A'=(m? +9)? -(m! +3)=4m” +1 >0, với mọi m. 
Vậy (2) luôn có hai nghiệm phân biệt tị, t,: t, -t; = mỶ+3>0 với mọi 
m. t+tạ=2(m°+2)>0 với mọi m. Do đó phương trình (1) có 4 
nghiệm -Ít,. +ƒt, › -¬Wt;,+(l; - 
— XỈ + X) + Xã + XÃ +X¡.XzvXaXụ 

=c/h# +QÐ† + /b)* +Qf6# +Cƒu)-tƒu)-Cƒu)-Qa) 

=2 +tạ)+ tị - tạ. 
 XỶ + XỔ + Xã + Xi + c X; cX c Xã = 
=4(m? +9)+m* +3=m! +4m? +11 
XẾ + XỔ + XÃ + XÃ +Xụ -X; -X; -X; = 11 €> mỸ +4m?+11=11 
«> m! +4m? =0 <m =0. Vậy giá trị m sao cho: 
XỶ + XÃ + Xã + Xã +XỊ -X; -X; (X, =l1 làm=0. 
dụ 7: Cho phương trình: x—2mx? +2m-1=0.Tìm giá trị m đề 

phương trình có bôn nghiệm X,, X;, X;, X, sao cho: 

X, <X;, <X; <X¿ và X,—X, =3(X, -X,). 
Giải 

Từ phương trình x" -2mx” +2m~1=0  (l). 
Đặt: t=x”, ta có: t—2mt+2m~1=0 (2)(t>0). 

A'=m?-9m +1=(m ~1)” >0 với mọi m. 
Vậy đề phương trình (1) có bốn nghiệm phân biệt thì phương trình (2) 
luôn có hai nghiệm dương phân biệt tị. t;. 
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A'>0 
"Tức là : P=2m ~1>0<»m >,m #1 (3). 
8=2m >0 s 
Với điều kiện (3), phương trình (2) có 2 nghiệm dương 0 <t, <t; hay 
phương trình (1) có 4 nghiệm phân biệt khi : 
Xị =¬\t, <X; =-{t <1 =út <x, = (De 
Theo giả thiết: 
x¿ T—Xị =3(x; T-x,) © 2 ty =6/t © ty =8t ©t,=9t, (4) 
Theo định lí Viét, ta có: t+t,=Øm_ và t,t, =2m-—1 (5) 
Từ (4) và (5) ta có: 10t, =2m và 9t,” =2m —1 


= 9m” -50m + 25 = 0 © m, =ấi m„=5. Cả hai giá trị đều thỏa mãn 
điều kiện bài toán. Vậy để phương trình (1) có 4 nghiệm thỏa mãn điều 
kiện bài toán thì cần và đủ là: m =s và m=5. 
Ví dụ 8: Tìm các giá trị của m để phương trình sau có đúng hai nghiệm phân 
biệt: xŸ -m(x +1)+1=0 (1) 
Giải 
x+1=0 
1)e>(x+1)(x?-x+1-m=0Ì© 
M={ \ te SP) (2) 
(1) có hai nghiệm phân biệt nếu: 
a. Phương trình (2) có nghiệm kép, nghiệm đó phải khác —1. 
A=4m-~3. Giải A= 0 được m =ã: Khi đó xe. #1 
b. Phương trình (2) có hai nghiệm phân biệt, trong đó một nghiệm là -1. 


3 


A>»>0 m>— 
8 = 4<m=3ä. 
(—1)” -(—1)+1-m=0 _ 


Khi đó x; =-1,x, =m—1=2. 
Kết luận: Với m -Š thì (1) có hai nghiệm là —I và s: 


Với m =3 thì (1) có hai nghiệm là ¬l và 2. : 
Ví dụ 9: Tìm các giá trị của m đề phương trình sau có bôn nghiệm phân 
biệt: x(x - 2)(x + 2)(x + 4) =m (l1) 
Giải: 
()e r, 2x)(x” +2x—8)=m. 


4 £ “z s 


Đặt x” +2x+1= y >0, khi đó (1) trở thành 
(y—1)(y—9)=m & y° -10y +(9—m) =0 (2) 
Với cách đặt ấn phụ như trên, ứng với mỗi giá trị dương của y có hai giá 


trị của x. Do đó: (1) có bốn nghiệm phân biệt ©>(2) có hai nghiệm 
dương phân biệt. 


A'>0_ (25-(9-m)>0 

Do đó ở (2) ta phải có: 4P >0 ©49-m>0 «© -16<m<9. 

S>0 10>0 

Kết luận: -16<m<9. , 
| Dạng 2: Giải bắt phương trình xí —] 
Ví dụ 1: Giải bất phương trình: /7x +1 — 3x—-18 < V2x+7 

Giải 

Bất phương trình tương đương với:V7x +1 <x2x+7 +x3x—18 

 . lợn ng 


x>6 x>Ö 
x+6<(2x+7)(3x—18) x? —12x +36 < 6x? —15x - 126 
© > 
x>6 x>6 
x>a9 


2 
. -27x-162>0 _ || „ T ¿ng 


x>6 
x>6 
ä 2 
Ví dụ 2: Giải bât phương trình: ——————=>X— 
l ỹ V (1+v1+x)? 
Giải 
Bắt phương trình —————=_ >x- 4. Điều kiện : x>~—1 


ng 


* Nếu h ly : , «>~1<x<4, bất phương trình hiển nhiên thỏa mãn. 
X 


X _X@I1+x-1) 1) “rẽ 1 
Mitx+tlS _+x)~1. 
„0g ©(V1+x—1)>x-4€©2+x-2V1+x>x—4 


8U ©2U/1+x<6©&6Vl+x<3«e>4<x<8 


*Nếu x>4, để ý ————— 


xÃ h ` [-1<x<4 
Tông hợp kết quả ta được: “SỞ —1g v «Õ 
4<x<8 


Vĩ dụ 3: Giải bất phương trình: Vx?+x~9+ ý? +9x—3 <vỈx?+4x—5 
Giải 
Bất phương trình tương đương với: 
V(x~1)(x+9) + V—1)(x+3)< jÏ@=1)Œœ +) 


Điều kiện để bất phương trình xác định: Ẻ “ 
x<-5 

* Khi x=l bất phương trình nghiệm đúng. 
* Khi x >1 bât phương trình tương đương với: 

\x+2+\Jx+3 < Jx+5@ 2x+õ+9 < x+õ 

« 2(x+2)(x+3) < —x (Bất phương trình vô nghiệm do —x < 0) 
* Khi x<-5 bất phương trình tương đương với: 

jT(x+9) +\[—(x+3) <.—+5) © —-2x—5+9 <-x—5 


&> 2j(x+2)(x+3) < x (Bất phương trình vô nghiệm) 


Vậy bắt phương trình chỉ có một nghiệm là x = I. 

Ví dụ 4: Giải bất phương trình: V3x +4 + Wx—3 < J4x +9 
Giải 

3x+4>0,x-3>0 
= 

4x+9>0 

Bất phương trình © 4x+1+ 2 /(3x + 4)(x—3) < 4x +9 

«>3x”—5x—12<16 e3<x<4( do điều kiện x >3). 


Ví đụ Š: Giải bất phương trình: (x? -3x)\2x? - 3x—2 >0. 


Điều kiện: | x>3. 


Giải 
2x?°—-3x—9 =0 
Bất phương trình ©> 4Í 2x? ~ãx~9 >0 
kaPEe 
x=2 
Trường hợp I: x|2x? -3x—92 =0 © 9x?-3x—-2=0 © 1 


A8É ° 


Trường hợp 2: 


í 2 
v9x? ~3x—9 >0 92x? ~3x—~2>0 x... 
B c© ni c x>2 2 
x“-3x>0 x“-3x>0 x«Ũ x>3 
x>a3 
1 
xe —=— 
h 2 
Bât phương trình có tập nghiệm | x > 3 
x=2 


Ví dụ 6: Giải bắt phương trình: X2 =18) „ (y8 „.T= 
' Ýx-3 *x-3 
Giải 
Điều kiện x>4. Bất phương trình đã cho tương đương với bất shương 
trình: j2(x?—16)+x~3>7—x © vj2(# ~16) >10~9x 
+ Nếu x>5 thì bất phương trình được thỏa mãn, vì về trái dương, về 
phải âm. : 5 
+ Nếu 4<x<5 thì hai về của bât phương trình không âm. Bình ahương 
hai về ta có: 2(x? ~16) >(10—9x)? >x? ~20x+66<0<>10—x/34<x<10+ 34 
Kết hợp với điều kiện 4< x <õ ta có: 10-34 <x<5. 
Đáp số: x>10- 34. 
Ví dụ 7: Giải bất phương trình V5x—1 -x—1 >2x~4. 


Giải 
Bắt phương trình V5x =1 Wx~1 >2x-4. 
5x-1>0 
Điều kiện: x-1>0  e+x>9. 
2x-4>0 


Khi đó bất phương trình đã cho tương ứng với 
\N5x—1>v2x—-4+vx+1 6 5x—1>2x-4+x—1+2(2x-4)x - l) 
© x+2>J2x-4)(x—1) © x?+4x+4>2x”-6x+4 


© x”-10x<0 œ 0<x<10. Kết hợp với điều kiện, ta có: 2< < 10 
là nghiệm của bât phương trình đã cho. 


Ví dụ 8: Giải bắt phương trình: Vx? —8x +15 + Vx” + 2x — 15 < 4x? —13x +18 


A6 


Giải 


tên 
x” ~8x+15 >0 HE con 
Điều kiện căn thức có nghĩa: Jx”+9x-15>0 © Ï— x<-5. 
4x” —18x+18>0 $ x=3 

x>3 

Me 

L 2 


Thay ngay x = 3 thì bất phương trình thỏa mãn. Với x>5 thì viết bất 
phương trình về dạng: 


V(x~5)(x—3) + W(@&+5)œ&=3) < [&«—3)(4x—6) 


©®Vx—5+\x+5 <4x~6 © 9x+9\x? -95 <4x—6 


© vx?~25 <x-3©x”~95 <x?—6x+9 =x<<, 


Vậy 5<x< _ là nghiệm. 

Với x< -õ thì viết bất phương trình về dạng: 
\(6-x)(3-x) + W@—x)C5~x) <.J~x)(4x~6@) 
©-2x+2vx” -25 <6—4x © jx?—-95 <—x+3 


So x) ~96 < X” ~6K +0 C9 ST” ' 


Vậy x <—5 là nghiệm. 
Tóm lại: x e (—œ;~ð) ©2 {3} ‹s5] 


3 


2x 


Giải 


Ví dự 9: Giải bất phương trình: 3x + <3x+ ¬ 7 


Điều kiện: x >0 
3xx TT cxyac~1ed[V + Tc Ì<9[x+acÌ~7 (7) 
bề 


2x 2ýx X 
1 : 1 
Đặt Vx +—— = L với t>2. lỄ =8 
2ýx 2 
9 3 £ 
(7) 3L<32(É ~1)-7 © 21 ~3t~9 >0 c>| F€—5; chỉ lấy t> 3. 
t>3 


AB ` 


+ Ta có k=Eslies0xeedEx1sð 


2x 
TỦ 0<x<4~ Vĩ 
= Đụ VÁP 3 
Trà An Á x>4+ ST 
2 


Ví dụ 10: Giải bất phương trình: 
{7x +7 + V7x—6 +9\49x? + 7x—49 <181— 14x 


Giải 
Mĩx +7 + ï?x—6 +94|49x” +7x 49 <181—14x (1) 
7x+7>0 
+ Điều kiện : J7x—6>0 kkẾ (2) 


49x” +7x—42>0 
()©?x+7 + ?x—6 +9 J/(7x +7)(7x— 6) + (7x + 7) + (7x - 6) <:82 


©(V?x+7+ïx—6)°®+(7x+7+v7x-6)-1892<0_ @) 
Đặt V7x+7 +x7x—6 = tvới t>i(Ÿ)~vã 


(3) ©t+t-182<0S-14<t<13. 
Kết hợp với t> 13 ta được: V13 <t<13 
© M13 <7x+7 +\7x—6 <13 
thỏa mãn 
©?x+7+7x-6 <13; 
Đặt 7x = u với u>6 
©œVu+7+Vu—6<13©>9u+1+9.(u+7)(u—6) <13? =169 


6<u<84 (4) 
=W su 748 <8 =u ©| 


u?+u-42<84)+u?-168u (5) 
(5) © 169u < 84? + 42 = 42.(4.42 + 1) = 42.169 
u<43, kết hợp với (9)= 6 < u < 49 


Vậy 6<1x<4ð©Š <x <6, 


Ví dụ II: Giải bất phương trình: 2x” + 4x +3\/3—2x—x” >1 


AZ” 
186. 


Giải 
Điều kiện có nghĩa: -3 < x <1. Viết lại bất phương trình thành: 


2(—x?~9x+3)~3V—x? ~9x+3—5 <0, Đặt t=v/—x?-2x+3 


5 =S 
'xâ tàn |-i<t = 5 = 
= >> 


` Đ 
> -AIDMEHIREE, 


D 5 
t>0 t>0 —X KH kg ` 
-3<x<l1 

= Ệ 5 ©-3<x<l 
4x? +8x +19 >0(thỏa mãn Vx ) 


Ví dụ 12: Giải bất phương trình: Vx! -9x”11>1—x (Œ) 
Giải 
2 
() © \J@?-1)? >1-x © |‡?-!|>1-x c gi KƯỚNG 
x°=1<1l-x 
. no. gu 
=© = 


x°-x<0 0<x<l1 


Vĩ dụ 13: Giải bất phương trình: ýx? -4x +3 —v/2x?—3x+1>x—1 


Giải 
1 
x<: 
š ® =4 >0 
Điêu liệu cP GA Ân 
2x?-3x+1>0 
x>à3 


Bắt phương trình ©> ÿ(x—1)(x~3) -j(«~1)@x—1)>x-1 (1) 
a) _ Bằng cách thử trực tiếp ta thấy x = 1 nghiệm đúng bất phương trình (1). 
b)_ Với x>3thì x—1 >0 nên bất phương trình (1) 
©vx~3~2x~1>vx-~1e»-9x-1>9@x-1(@x-1) (VN) 


c) Với x< ặ bất phương trình (1) 
X3-x+V1-x >V1-9x © 2/(3—x)(1- x) >—3 luôn đúng. 
Vậy nghiệm của bất phương trình đã cho là x = 1, x< : 


Ví dụ 14: Giải bắt phương trình: j(x + 5)(3x + 4) > 4(x — 1) () 


A* = 


Giải 


x1 D 
(x+5)(3x +4) > 16(x — 1)? : 
ẲS 


x1 
H 
`... đĐ 
: x>1 x>Il 
Hệ bắt phương trình (I) SR @Ằ@“¿ 1 c©1<t<4 
13x“-ðlx-4<0 ——<Xx<4 
13 
k lu 
Hệ bát phương trình (II) CÓ NT. 
¬§ 


Vĩ dụ 15: Giải bắt phương trình: 2x? + Vx? ~5x =6 >10x + 15 
Giải 
Điều kiện: xÌ ~5x~6>0.es| x s1 (4). 
Bất phương trình có thẻ viết: 9(x” -5x) + Jx”-5x—6~1ã>0 (5) 
Đặt vJx? —5x—6 = tvới x>0. 
t>0 
(5) ©2” +6)+t—15>0©9t?+t—~3>0 ©4|lt<-=@©t>1 
lx 
© Ýx? -5x~6 >1 x? —ñ5x~—6 >1 (thỏa mãn (4)) 
‹ð- v53 


X 
2 
©x?-B5x—7>0 2 
X b$ >Ũ<© 5+53 


2 
Ví dụ I6: Giải bất phương trình: V7x=13 - V3x—9 < V5x — 37 
Giải 
Điền kiện; | 'Z—10=0 ~.... 
3x—-9>0, 5x-27>0 5 


Khi đó bắt phương trình <> V5x -97 + V3x—9 > 7x —13 
Bình phương cả 2 về ta được bất phương trình tương đương 
x>23 


9,|(5x - 37)(3x —9) >93—x ©  <x<8 


59x? -458x + 443 >0 
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x>23 


ˆ.Ầ 
€>| 229 + 26304 - “#e——=—— 
—— x<23 
59 
Ví dụ 17: Giải bất phương trình: bạ v.. 
+q Rzi 
can 
¬. Ix<0 
Điêu kiện: >0 ”*", 
_ x»l 


Đặt |_—=t(t 0 
. Lưu: Là, 


Ầ 1 3 
Bất phương trình «» t + ————>0 
, ; 


œ2 —- 2 t+1>0e Vấp -§t+-l5 >0© 


⁄2 


X 
a) t= ok 


>2 ©l<x<2 


“ 
X 
b bế mg <- 1 @-l<x<0 
) 8 —= ` x»> K< 
-=l<Sx<l 
; |-l< 0 
Đáp sô: _. 
«x2 
Ví dụ 18: Giải bất phương trình: V1 +x —V1—x >x. 
Giải 


Điều kiện : ~1< x <1 

Với xe[—1;1]ta có V1 + x - V1~x >0 bắt phương trình tương đương 

với:(1+x)—(1—x)> xdV+x+ MI-x) ©92x>x(1+x+V1—x) 

* x =0 rõ ràng thỏa mãn bất phương trình. 

* Nếu 0<x <1, bất phương trình ©» (V1+x + V1—x)<9, điều này luôn 

thỏa mãn vì: (V1 + x + V1—x)</21+x+1—x) =3 (2) 

* Nếu -1<x<0, bất phương trình e»>(V1+x+v1—x)>2, điều này 

không thể (suy ngay từ bất đẳng thức (2) hoặc bình phương hai về sẽ đưa 

đến bất đẳng thức Vì-x? >1). 

1:22 ta có tập hợp nghiệm của bất phương trình (1) là 0 < x <1 
& 4 


Ạ 
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Bài tập vận dụng 
1. Giải bất phương trình: 4/(4- x)(2 + x) < x”—2x~8 
2. Tìm các số nguyên x, y thỏa hệ , -w* E Š Noo áu vữ 
|\y-2|+|x+ll-1I<0 @ 
x 
PP v72 >~.-=4 
4. Giải bất phương trình: Vx? —4x +3 —v2x?—3x+1>x—]1 
5. Giải bất phương trình: \(x+5)(3x + 4) >4(x—1)(1) 
6. Giải bắt phương trình: jx? - 3x +9 + vx? ~ 4x +3 >9.Ÿx? 5x + 4 
7. Giải bất phương trình: x” -3 > Vx? -9x +1 
8. Giải bất phương trình: V3x +4 + x—3 < 4x+9 
9. Tìm các giá trị của x; y thỏa mãn: xŸ + xy + y” = 3(x + y =1) 
10. Giải phương trình: 
a. (x+3)1+(x+5)! =9 b. (Ix|-2)' +(Jx|~)” =82. 


11. Tìm giá trị nhỏ nhất của (a? + b”) sao cho phương trình: 


3. Giải bất phương trình: 


xỈ +ax" +bx” +ax+1=0 có nghiệm. 

XxỶ —4x” —2x - lỗ 

^ ở 
xế+x+8 

13. Giải bất phương trình: x +|x — 1| > 5. 


12. Giải bất phương trình: 0 


14. Chứng minh rằng phương trình sau có hai nghiệm với mọi giá trị sủa 
m:(x +1)? =(m~ 1)(x + 1)” =(m? ~m +1)=0 

15. Tìm các giá trị của m để phương trình sau có nghiệm: 
x'+mxŸ +x? +mx+1=0 


Hướng dẫn và đáp số 

1. Điều kiện: -92<x<4. 
Đặt t=./(4~x)@+ x) =V8+2x— x? ,0 <t< 3; khi đó bất nhưng trình 
đã cho trở thành 4t < t”  t(4— t) <0 «0<t<4: luôn thỏa mất. 
Vậy nghiệm của bắt phương trình đã cho là: 2< x<4. 

2.(1) © |F°-x|<y-1 = y-1>0 = y>1 @) 


|y-2|<1 Pháp 
=2 


4) 
|x+1|<1 -9<x<0 


(2) © |y-3|+|x+1|<1 > | 


160. 


Do đó ta suy ra xe{—9, —1, 0} và ye{1, 9, 3} 
Thử lại ta được tập nghiệm cần tìm là: {(—1, 3); (0, 2)} 
._ Điều kiện: x >-] 


* Nếu _"ÊNG 


.. ~I1<x< 4, bất phương trình: hiển nhiên thỏa mãn. 
s 


“Nếu w x4 đế cc—-lb L1 š “Ủ TT -j 


VI+x+l b (1+x)-—1 
Nên bất phương trình: >(V/1ï+x—1)°>x~4 
©2+x-2Vl+x>x-4€©>2VI+x<6«>V1+x<3©4<x<8. 
—-l<x£<4 


Tổng hợp kết quả ta được: ©-l<x<8 
4<x<8 


1 
x?~4x+3>0 : 
: c© 1 
2x?—83x+1>0 8 


. Điều Môn) 


Bắt phương trình © J(x—1)(x—3) ~\(x—1)(2x—1) >x—1 (1) 


b Bằng cách thử trực tiếp ta thấy x = I nghiệm đúng bất phương trình (1). 
.. Với x>3thì x—I >0 nên bất phương trình (1) 


©®vdx-3-v2x-1>vx-1«€©-2x-1>2j(x-1)(x-1) (VN) 


c. Với x< : bất phương trình (1) 


vä~x +T=x >1=9x e9 /(3~ x)—x) >3 luôn đúng. 
Vậy nghiệm của bất phương trình đã cho là x = 1, x< : 


[ >1 (2) 
2 

8. xe (x+5)(3x+4)>16(x-1)” (3) 

x<l 4) 

(x+5)(3x+4)>0 (5) 


LAƒ by 


— 
13x” -51x—4<0 


Ha (x<« -8)v|~§* x< 2) 
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Hệ (2), (3) 2| 


x” =3x +2 =(xT—1)(xT— 9) >0 
6. Điều kiện: 4x” -4x+3=(x~—1)(x—3)>0 nào 
x?—5x+4=(x—1)(x—4)>0 ä 
a)_x= 1 là nghiệm đúng bất phương trình. 
b) x< 1. Bất phương trình  V2—x +3—x > 2/4—x.. Bất phươn: trình 
này vô nghiệm vì (2 — x) và (3 - x) cùng nhỏ hơn 4 - x. 
e)_x>4. Bất phương trình tương đương với /x—9 +x-3 >9x-—4, luôn 
đúng vì (2 — x) và (3 — x) cùng lớn hơn 4 - x. 
Kết luận: x > 4: x = l. 


1. Điều kiện: {5X 1, 

0<y#z1 
6x+4y=x?” (1) 
6y+6x=y` (2) 


Từ hệ (1) và (2) suy ra 2(x-- y)= x” -y”. 


Hệ phương trình | 


x=y 


Từ đó suy ra 
y=2-x 


Thay y = x vào phương trình (1), suy ra (x = 10, y = 10) là nghim của 
hệ. Thay y = 2 — x vào phương trình (1), ta thấy hệ vô nghiệm. 
3x+4>0,x-3>0 


8. Điều kiện: =©x>a. 
4x+9>0 


Bắt phương trình «>4x+1+92(3x + 4)(x—3) <4x+9 
<>3x?~5x—19<16 3<x<4 (do điều kiện x >3). 

9.x? + xy + y? =3(x+yT—1) © x?—=2x+1+y°—2y+1+xy—x—y+1=0Ö 
©(x—1)” +(y—1)” +(x—1)(y—1)=0 


e[&=0+3-D] +Ÿ0~1Ÿ'=0sx=y =1. 
10.a. Đặt y=x+4  y-l=x+3 
a) ©Ằ (y-1)°+(y+1)'=2 

© yt-4y°+6y°-4y+1+y!+6y°+4y”+4y+1=2 

© 9y!+12y?+2=92 œ 12y7+2y°=0 œ y=0 © x=-¬. 
b. Tương tự a). 
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11. Nhận xét x =0 không là nghiệm của phương trình 
x†+ax?+bx”+ax+1=0 (1). do đó x0 


XI £ h ` 2 h 
Chia 2 về của phương trình (1) cho xỶ ta có: 


/) 1 # F íẤ 
q)= (s+z) ta| xe |+b~8=0. 
X X 


Đặt k=#=Š. tối ||>3 
X 


Do đỏ (1) = t?+at+tb-.2=0, 
Theo bất đăng thức Bunhiacôpxki có: 


22 
(a° + b”)(t? +1) >(at+ b) =(2—t2}? œ a2 + bể ST) : 
: + 
: 9_ t2 ¬.- : -_ Xã 
Đặt t=u, u>4—= L—m-g .ấ  . ai... : a? +b? >2 k) 
t+1 u+1 u+l 
Ta se chứng minh: Lô: Ä zŠ ni u>4(*) 
u+l1 5 
Thật vậy (*) ©  5(2—-u)”>4(u +1) 
®  (u-4)(5u-4)>0 (da u>4). 
Dấu * = * xảy ra khi 
u=4 t”= _.. _- 
a=bt © jbt=a c=) H hoặc 5 
b=-2 kiàmg |lk—= . 
at+b= a = 5 5 
a=—_— 
Với 5 thì phương trình x" + ax" + bx” +ax+1=0 có nghiệm xelh: 
ka<C 
5 
4 
a=-= 
Với Ỗ „ thì phương tình x" + ax + bxŸ + ax + 1 =0 có nghiệm x =~]. 
b=—= š 
5 


Vậy (a? + b?) nhỏ nhất bằng Z. 
12. Ta có xỶ—4x? -2x—15=(x—5)(x? +x+3) 
_. lŸ 11 _- 
mà x+x+3= Sắc ] .... VỚI mỌI X 


v.. 
sớm trình tương đương với x- 5 >0 ©® x >ð 
ẠA?” 
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x+x-l>5 
x-1>0 HIẾN 
« 


13. x+|x— 1| >5 
lBm ng 


„. J1>ð5 Ko _ 
hoặc (hệ này vô rphiệm) 
x>l §&éT 


x-1<0 


x»3 
© œ xxÖ 
x>I 


Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm: x > 3. 
14. Đặt (x+1)? =y >0 tacó: y°—(m~—1)y—-(m”—m +1)=0 (1) 
Do P=~(m? -m +1)<0 nên (1) có hai nghiệm trái dấu. 


Gọi nghiệm dương là a. Từ (x+1)”=a,ta được x=~1+ va, dc là hai 
nghiệm của phương trình đã cho. 


15. Phương trình x' + mx” +x” + mx+1=0 là phương trình đối xứng bìc bốn. 
Chia hai về cho x? z0 rồi đặt ân phụ là x s = y,(1) trở thành: 
y?+my—1=0 (2). 
Để phương trình x+ \ =y (với y là tham số) có nghiệm hay phương 


trình x?—yx+1=0 có nghiệm, ta hpair có y”—4>0,tức là y >2 hoặc 
y<~9. Do đó để (1) có nghiệm thì (2) phải có ít nhất một nghiêm thỏa 
mãn y >2 hoặc y < -2. 


h .^ ' Do 1 + .^ ‹ * -~ ` 3 
Điều kiện đẻ tồn tại nghiệm của (2) thỏa mãn y >2 là m < “ 


Điều kiện để tổn tại nghiệm của (2) thỏa mãn y <-3 là m >5 (sem bài 
tập 358). 


Đáp số m =. hoặc m .ã. 
2 2 
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hương 7. Bất đảng thức 


Một số kiến thức cơ bản 
1. Tính chất 
a.»E 
Tính chất I: 2 W.: 8> 
)>€C 
Tính chất 2: a> b cs a+c>b+c. 
Hệ quả: a>b+c © a- c >b (chuyên về và đổi dấu) 
a>l 
Tính chất 3: là '> a+c>b+d 
c>d 
Chú ý: Không có quy tắc trừ hai về của hai bất đẳng thức cùng chiều. 
ac >be, e>0 
ac<be, e<0 


Tính chất 4: a> b 


Tính chất 5: h sàng = ac>bd. 
e>d>0 
Chú ý: Không có quy tắc chia hai về bất đảng thức cùng chiều. 
Tính chất 6: a>b>0 = an>bn, VneN'. 
Tính chất 7: a>b>0=> va >vb. 
Tính chất 8: a>b  —= Ÿa >Ÿb. 
Hệ quả: * Nếua>0 vàb>0thìa>b ca? > bề, 
* Nếu a >0 và b >0 thì a>b a” > bề, 
2. Bất đẳng thức về giá trị tuyệt đối 
Từ định nghĩa ta có: a <|a|;Va elt 
|x|<ae=-a<x<a Với a>0 
|x| >a x<—a hoặc x > a Với a > 0 


|a|—|b|< |a + b| <|a| + |b| 


ab. 


Dấu "=" xảy ra © a=b. 
Hệ quả: 

a.. Nếu hai số đương có tổng không đổi thì tích của chúng đạt giá trị lớn 
nhất khi hai số đó bằng nhau. 


_ 


về 


b._ Nếu hai số dương có tích không đổi thì tổng của chúng đạt giá tị nhỏ 
nhất khi hai số đó bằng nhau. 
Ý nghĩa hình học: 

q. Trong tất cả các hình chữ nhật có cùng chu vi, hình vuông có điện tích 
lớn nhái. 

b.. Trong tắt các hình chữ nhật có cùng diện tích, hình vuông có chu vỉ nhỏ nhất. 


Các dạng bài tập cơ bản 

Dạng 1: Chứng mình bất đẳng thức 

Cách: Sử dụng phương pháp biến đổi tương đương 
Cách 2: Sử dụng các bắt đăng thức quen thuộc 
Dạng 2: Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

Các ví dụ minh họa 


Dạng 1: Chứng mình bắt đẳng thức Ì 


8+aJ+aJ3+.../8 
XS» V3+ \3+ =- 


Trong đó tử số có 2010 dấu căn, mẫu số có 2009 dấu căn. 
Giải: 


Đặt a = 3+3+v3+...V3 ( có 2010 dấu căn), suy ra 

a®=3+ 3+ jJà+ jã+ +.../3_ (có 2009 dấu căn), nên 

a2 ~8=\|3+J3+ V3+...V3 , do đó ta có 
8-8+j3+j3+.V3  3-a 3-3 3-4 1 


l8 -Ía?-3) 9-a? (3-a)(3+a) 3ra 
6-\q3+ 3+3+.../3 8 (a 3) , ( 2)( l ` 
3-32 ð#-VÄ+..vÐ' 1 

< 


< 


j~ị— 


Ví dụ I: Chứng mình rằng: 


Doa+ 3 > 4, nên , <1, suy ra 
3+a 4 


Vĩ dụ 2: Cho a. b, c. d là các số nguyên thỏa mãn a<b<e <đvàa + d=b+-c 
Chứng minh rằng: 
a) a# + bể + c‡ + đ” là tông của ba số chính phương. 
b) be > ad. 
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Giải 
Cho a, b, c, đ là các số nguyên thoả a <b <e <d và a+d= btc. 
a) Vì a <b <c < d nên ta có thể đặt a = b— k và đ=c+h(h,keN) 
Khi đó doa +d=b+ce>b+c+h-k=b+ceề>h=k. 
Vậy a=b—kvà d=c+k. 
Do đó: aŸ + b + c? + d?=(b— k)? + b+c?®+(e+ kỳ}? 
= 8b? + 2e? + 29k”— 9bk + 9ek 
= bÝ+ 2be + c? + b°+ e? + k?— 9be — 9bk + 2ck + k? 
=(b+e€)+ (b~e— k)” + kỲ là tổng của ba số chính phương 
(do b+e,b—c — k và k là số nguyên) 
b) Ta có ad = ®— k)(e + k) = be + bk — ek — k?= be + k — €)— k? <be (vì 
ke Nvàb<e). Vậy ad < be ( điều phải chứng minh). 
Ví dự 3: Cho a, b là hai số thực thỏa mãn a” + b* = 2, 
Chứng minh: 0 <a+b <2. 
Giải 
Ta có: a' +bÌ>07>aÌ>—-bÌ>a>—b=a+b>0 l) 
(a — b) (a + b) > 0 = (a? — b?)(a — b) > 0 = aŸ + bŸ — ab(a + b) >.0 
= aÌ+bỶ> ab(a + b) = 3(a` + bÌ) > 3ab(a + b) 
= 4(a°+b)>(a+b)Ì=8>(a+b)Ì>a+b<2 (2) 
Từ (1) và (2)>0<a+b<2. 
Ví dụ 4: Chứng minh với mọi số thực x, y, z luôn có: 
|x+y-z|+|y+z—x|+|z+x—y|+ |x+v+z|>2(|x|+|y|+ |z|) Đ 
Giải 
Đặt:a =x+y—z,b=y+2—x,ce=z+x—y. Trong ba số a, b, c bao giờ 
cũng có ít nhất hai số cùng dấu, chẳng hạn: a.b >0. 
Lúc này: |x + y ~2| +|y+x—z| =|a| +|b| =|a + b|= 2|y| 
Ta có: x+y+z=a+b+e; 2x=a+c; 9z=b+c. 
Do đó để chứng minh (*) đúng, chỉ cần chứng tỏ: 
le|+tla+b+c| >a+c| + |b+c| (**) đúng với a.b>0. Ta có: 
Œ*) ©|c|-|a #b+ c|+ ab >|a + c|-|b + c| 


=|ca+eb+ °| +ab> la +eb+ c°) +abl(***) 


Ä , 


§Z?° ' 
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Đặt: ca+cb+c?=A; ab=B, tacó B=|B| (do a.b>0) ta có: 

(***)© |A|+|B|>|A + BỊ © |A|.|B|> AB |AB| > AB. 

Dấu đẳng thức xảy ra trong trường hợp các số: a, b,c,a+b+c ciia làm 
2 cặp cùng dâu. Ví dụ: ab>0 và c(a+b+ec)>0. 

Chú ý: Có thể chia ra các trường hợp tùy theo dấu của a, b, : (có 8 
trường hợp) đê chứng minh(*) 

Ví dụ 5: Chứng minh rằng: xÌ +y” +z'—3xyz=(X+y+2Z)@” + yŸ +” =xy~VZ~zX) 
với mọi số thực x,y,z. Suy ra với a,b,c là các số dương ta hôn có: 
a+b+c> 3ỹabc. 

Giải 
Khai triển về phải: (x+y+z)(x°+y”+z”—xy-yZ—zx) được vẻ trái 
Ta có: x? +y°+z? —xy ~yz~øx = 2| 0= VŸ +(y-z) +(~x) ] :0. 


Đặt: x= Ÿa, y=#b, z= Íc:x+y+z> 0 vì a, b, c dương . 
Từ đó x) +y° +z' - 3xyz>0 hay a+b+c>3Ởabc. 
Ví dụ 6 : Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 
a°+b` bŠ+c? c+a” 
+——+— 
2ab 2be 2ca 


>a+b+c 


Giải 
Ta có: a >0; b>0:(a + b)(a ~ b)Ÿ >0 c>(a + b)|[ (4? = ab + bỂ) ~zb |>0 
©(a +b)(a? —ab + b#)—ab(a + b) >0 © aŸ + bỶ — ab(a + b) >0 


a?+bẺ „(a+b). 


©a° + b >ab(a +b)«© 


2ab 9 
, bhẹc?” (b+c) c?+a” (c+a) 
t ; > h > N 
Tương tự le có 2be 2 2ca 2 


Cộng từng về ba bất đẳng thức trên ta có: 

a2+b` b`+cŸ c+a a+b b+c c+a 

2ab 2be Su 2 2 2 
a°+b` b`+c?” ch+a” 
+ +——— 

2ab 2bc 2ca 
Vậy bất đẳng thức đã được chứng minh. \ 

Ví dụ 7: Cho a, b,c>0. 


T8 rằng: (a — 1)(a —3)(a —4)(a —6) + 10 > 0;Va 
TW 


>a+b+c 


Giải: 
Tạ có: (a — 1)( = 3)(a = 4)(A = 6) + 10 = [(a = 1)(a ~ 6)][(a = 3)(a - 4)]+ 10 
=(a” ~7a +6)(a? —7a + 19) +10. 
Đặt L= a”— 7a + 0, 
Ta có: (t—3)(t+ 3) + 10 =(E? =9) +10 =t? +1>0;Vt 
Bất đẳng thức đã được chứng minh. 
Ví dự 8: Chứng minh với mọi số thực x, y, z, t ta luôn có bất đăng thức sau: 
xˆ*+y?+2? +! >x(y+z+u). Đăng thức xảy ra khi nao? 
Giải 
Ta có: x®+y“+z?+tP >x(y+z+E) (1) 
© 4x” + 4y? +42? +4? > 4x(y+z+ t) 
© (x”~4xy + 4y?) +(x? —4xz + 42) + (x? — 4xt + 4E?) + x? >0 
© (x-9y)?+(x-9z2)”+(x—9U” +x? >0 (2) 
Ta có (2) luôn luôn đúng với mọi x, y, z„ t. Vậy (1) được chứng minh. 
Đằng thức xảy ra e> x-9y=x-2z=x-9t=x=0 @ x= y=z=t=Ũ 
Ví dụ 9: Chứng minh với mọi số thực a, b khác 0 ta luôn có bất đăng thức 


aä` Tỉ a b 
sau: —+—>+4>3|—+— 
° bể a? E ) 


a 
Giải 
Đặt T22 °, Tước Im=|E+° NUNG 
b a bị la 


ø" PB a b 
ty hiế t4z1| D2 ]T9+2>8T©(T~1)(T~3)>0 Œ®) 
a a 


Nếu T>9 thì T~1>0 và T~3>0 nên (*) đúng. 
Nếu T<-2 thì T~1<0 và T~2<0 nên (*) đúng. 


2 
Vậy với mọi số thực a, b khác 0 ta luôn có Đy tấn t4 3 (R4 HÌ 
b a b a 
Ví dụ I0: Cho x, y là hai số thực khác 0. Chứng minh: 
4 2 
Ti 3] 
ÿy  % Ỳ 


bề 
Giải 
Đặt t= + Ý = l=|” 2,4 ÉI+|*[ mà |Z|+|Ÿ[> 2 (do bắt đẳng thức 
Nó X| |Y| |X Wị J% 
x? y? 
Côsi)=.|t|>2 = t<-2 hay t>2. Khi đó: t?= + +2 
F24i ƒ 8 


A8 : 


Bất đăng thức (1)  t?+2>3tL  t?—3t+2>0 « (t-1)(—9)>0 @) 
(2) là hiển nhiên đúng do t<-9 hay t>9. 
Ví dụ II: Cho các số dương x, y, z thỏa x° +y" +z =1. Chứng minh: 


2 2 2 
= + 3 + _ >2 
1-X” xvi-y` vVì-z 
Giải 
2 3 3 
Tào: ——=— >— = =92x) 
1-x? xýl-x? X +1-x” 
Chứng minh tương tự ta có: Tin và T—? 


x? ẽ z 
Suy ra: h. + hy + NA > 
Ví dụ 12 : Cho x, y là hai số thực thỏa mãn (x + y)Ÿ + 7(x + y)+ y” +10 =0. 
Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = x + y + l. 
Giải: 
Từ giả thiết ta suy ra (x+ y)” + 7(x+ y)+ y” +10=0 


2(x°+y°+z2]=92 


S(xrvj'+s2x+y)+|Ỷ -(S] xio=-y" <0 
ˆ 2 2 B 
7Ỷ 9 TỶ „9 7| 3 
©|x+y+—| -—<0{©|x+y+—-| <s-©\|x+y+-l|<— 
2 4 2 4 2 


th gx.V.ˆa cŠe-4(s£xy4i<-f, 
2 3 3 


Vậy giá trị nhỏ nhất của P là -4, giá trị lớn nhất của P là —1. 
Ví dụ 13: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = _— 
x'—X+ 
Giải 
xX+l _ 3(x+l) 
x°-x+l1 3(x?—x+l) 


Bóự 
Ta có s°~x+1=[x=2] t2>0 VY, P= 


_9%x”-x+l)+xf+2x+l 2 (x+1U° „2 


—x+]) #3 8qx?-x+1) 8ˆ 


ngu ra khi và chỉ khi x =—I.. 


Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức P= m khi x =—I. 


Mặt khác ta có: 


Đe X'+l1 _2x”~2x+2-x?+2x—1 2(x-x+l)-(x-l) 
x?—kK+1 x°T-x+] x°=x4#l 
2 
`... 
xX -X+l 


Dầu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = l. 
Vậy giá trị lớn nhất của P là 2 khi x = 1. 


Ví dụ14: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức A =—_1 


2 
+—+4xy 
*”# xy 


y? 
Với x>0; y>0; x+y<1 
(Đề TS lớp 10 chuyên Toán Lê Hồng Phong TPHCM -2000-2001) 
Giải 


Áp dụng bất đăng thức Cô sỉ cho hai số dương a, b ta có > : _ >vab () 


a+b I ' 11 Í ï 1 1 
: 2Rb: =9 b)| ~+— |>2vab.2,|—.—. 
'( 2 U Sế ly F3 "Sáuới ($*3) ...h. 


1,1 1 đ ` 4 
a+( S+y]>422+2>- : ap>ạyy 6) 
Từ (1), (2). (3) ta có : 


xy 
mi Xeu====es lang =Ê¬ + š 5 
Xế+y +2xy 4xy (x+y) 


;+2+ r>11A>11. 
(x+y) (x+y) 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = y = 5 . 


Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức A là HH, khix=y =2. 
Ví dụ 15 : Cho x>0; y>0; x+y <1. 
1 1 


+ >4 
x°+xy y°+Xxy 


Chứng minh 


ổ ® TS lớp 10 chuyên Lê Hồng Phong TPHCM —2003-2004) 
Ạ * 


Giải 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương a, b ta có Ê : - >vab 


j + 11 ÂN: 11 
—+—>2.|—.— =>(a+b)| —+— |>2vab.3.|—.—, 
PB: (a (š*š) va l- p ` Suy Ta 


a b 


. Ấp dụng vào bài toán ta có 


(a+9)( +y)>42T+g> : 
a b a b a+b 
- HIẾP. 4 _ 
xtxy y+xy X°+xV+y°+xy (x+y) 

Ví dụ 16: Chứng minh rằng: L+-L,.„_—— 1 “+. 
ð: Tổ 2002” +2008” 9 


Giải 


V 


= 1 1 hh 1/1 1 
s Ta có: — z5 z = " 
n+(n+l) 2n +2n+l 2n(n+l) 2(n n+]1 


® Với n=]: _ x.. 
ĐI Ð 9 2 
e Với n=9: 2z *18“2(5~3) 
8+? ? 13 22 9 
sDo đó: 2+] +--* 0z oan “2(1~ọgg “5: 
5 18 2002”+2003? 2 2003) `2 


Ví dụ 17: Cho ba số dương x, y, z thoả điều kiện x + y + z= I. Tìm giá trị 


nhỏ nhất của biểu thức P = ('-;] #2) 
X Vy z 
Giải 
Khát re dc. 1,1. L, 
% ý 2 Xý ÿýZ Z sxwa 
Với x, y, Z > Ú và x + y +Z= 1. Theo bất đẳng thức Côsi ta có: 


x+y+zŸ 1 1 
< nx =—>>—>Đ2ï 
3 27 xyz 


 XV ÿVZ 7X— 


` se ^ xp 
X W 2 Ýxyz 


. Vậy: P>1+9+27+27=64 


Nên giáẤ£T nhỏ nhất của P =64 khi x=y =z= 1. 
ðÍ ` 


2 
Ví dụ 18: Cho 0 <a <b<c <d. Chứng minh 6+9 +2)<@<Ð 
bóc 


ad 
Giải 
* 2 t2 2 
(b+e)(2 NT =-. c„ (b+©) _(a+d) <0 
b ec ad be ad 


“ÔN se đụ sử. (xe djP br sỡ 
abed 
(vì a, b, c, d dương) 

€› bÝad +e?ad —a?be — d?be < 0 ©s bd(ab —cd) + ac(cd — ab) < 0 

«& (ad - cd)(bd - ae) < 0 

Mà 0<a<d và 0<b<e,nên ab < cd  ab—cd <0 

đ>e>0 và b>a >0, nên bd >ae © bđ—ae >0 

Suy ra (ab— ed)(bd —ae) <0 (đpem). 
Ví dụ I9: Cho a3 + b3 = 3. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức A =a+b 

Giải 


Đặta=l+x (1) 


Ta có: bÌ=2—(1+x)) =1—3x—3x? — x <1—8x +3x? -x) = (1—x)? 


. Vậy: b°<(1-x)"©b<1-—x (2) 

- Từ (1) và (2) suy ra:a+b < 2 

Dấu "= " xảy ra khi x = 0 hay a=b = l 
Vậy A đạt giá trị lớn nhất bằng 2 khi a =b = I. 


8 vD „ 
Ví dụ 20: Chứng minh rằng với mọi x, y # 0, ta có: si +áza|}) 
Ÿ 


xế 
Giải 
Kì KP ÿ” ® sỹ 
Biên đôi tương đương: St a»a|XvŸ) 
ý" 3# Y x 


© (x?+y?)? —(x? + y?)xy + 2x?y? - 9xy(x? + y°) >0 
© (x?+y?—xy)(? + y? -2xy) >0 
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Ví dụ 21: Với a > 0. b > 0. c > 0. hãy chứng minh các bất đăng thức s¿u: 
“ha, 
g 8 


b. BÊ NV ng Eee 
@ 8ä b 


¡nạ B pc clra 
c. + + 


>a+b+e 
2ab 2bc 2ca 


Giải 
a.. Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương ta có: 
ab be ab bc_ ab bc 


—+—>2.|—.—c—+—>?2b 
ca ca `. 


Chứng minh tương tự câu a ta có: " >9%c 
€ a 


ah bc ab ca bc ca 


Do đó —+—+——+—+—>2b+3a +2. 
"8 €G b 8ø 5 
LUẾN be ca 
—+—è>b+a+c. 
AC 
c. a,b>0. 


Ta có: (a + b)(a - b)” >0 
=(a + b)|[(a° =ab + bẺ)~ ab | >0 = (aŸ + b# —ab(a + b))>0 


3 3 
3.13 a'+b ` a+b 
> b>ab(a+b > 
a?+ ab(a +b)= EE 5 


b`+c)ổ b+c cẴ+a?” c+a 
Chứng minh tương tự ta có: > h 
6 .= 2bc 2 2ca 2 


a3 +bẺ „be ,Ấẻ ta” „a+b b+c c+a 
2ab 2 2ca 2 2 2 
a#+b? b+c?” c+aŸ 
+ + 
2ab 2be 2ca 
_ Ví dụ 22: Cho a, b là các số thực đương. 


1n rằng: (a+b)” sÈ b >9avb +9b⁄a. 


Do đó: 


>a+b+e 


Giải 


- IÊM ? 

(4a-;] >0; (%-;] >0,Va,b>0 
2 8 

¬... b-vb+ 1>0=[a~va+3]+ +[b- AIb<r= zÌ>9 

=a+b+2 > va + Vb >0(Va,b >0). 

Mặt khác a + b>9Vab >0 


Nhân từng về ta có: (e+Ð)|fx+9)+ |> »ƒab(Ja + J8) 


=(a+b) + = ) >2aB + 2bVa. 


Ví dụ 23: Cho các số dương x, y thỏa mãn điều kiện x”+y? >x” +y'. 
Chứng minh: x° +y° <x”+y”<x+y <2. 
Ta có (y?—y)+2>0—=2y°<y!+y? 
= (x)+y?)+(x? +y))<(x?+y?)+(y!+x#”) 
Mà x°+y*°<x?+y*do đó: x°+y)<x°+y” (l) 
+ Ta có: x(x—1)° >0;y(y + 1)(y 1)? >0 
= x(x— 1)? + y(y +1)(y 1)” >0 
=xẺ~9x?+x+y“°—y°¬y +y>0 
=(x?+y?)+(x?+y°)<(x+y)+(x°+y!) 
Mà x°+y2) >x)+y°=x”+y° <x+y (2) 
Và (x+1)(x—1)>0; (y—1)(y'~1)>0 
x2—x?—x+l+yf—y—y?°+1>0 
=(x+y)+(x?+y!))<9+(x°+y!) 
Mà x?+y)>x”+y°>x+y<9 
Từ (1), (2), @) ta có: x"+y` <x”+y°<x+y <2. 
Vĩ dụ 24: Chứng mình các bất đăng thức: 
a. a2+b# >a?b+ab” với a>0,b>0 


b. x'+x+1>2|x|jx+1 với x>-]. 


gi đc 
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Giải 

a. a?°+b°>a b+ab°©a?+bŸ—a?b—-ab? >0 

©(a+b)(a? =-ab+ b?)—ab(a + b) >0 

©(a+b)(a? -ab + bŸ -ab) >0 

« (a + b)(a — b) >0 (Bất đăng thức này luôn đúng) 

Vậy a” + bŸ >a?b + ab là bất đẳng thức đúng. 
b. x>-lnên x+1>0 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm, ta được: 

x°+(x+1)>2\jx?&+1) ©x?+x +1>8|x|Jx+1 

Ví dụ 25: Chứng minh: (ab +ed)? <(a? +e?)(bŸ + d”) 

Áp dụng: Cho x + 4y =5. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: M=4x” + 4y? 

Giải 

Ta có: (ab +cd)” <(a? +e?)(b? + d?) 

 a”b? + 2abed + c?d? <a?b? +a?d? + c?b” +c?d? 

©0<a?d” -2abed + c°b? 0 <(ad - be)” (đpcem) 

Dấu " ="” xây ra khi ad = bc. 

Áp dụng hãng đăng thức trên ta có: 

8° =(x+4y)” <(x“ +y?)(1+16)=x? +y? >i 

100 
Euä 
20 


: 5 
Dấu " =" xảy ra khi x=-—,y=“—. 
ỹ = 17 d 17 


Ví dụ 26: Chứng minh rằng a, b, c là các số dương bất kì, ta có: 
a b € 3 
——+——+——>- 
b+c c+a a+b 2 


— 4X! +4” xIn ca để + đyể > 


Giải 
a b e 
+ + 
b+c c+a a+b 
a 1 b 1 e 1 
+ 1 > 
b+c 2 c+a 2 a+b 2 
a-b+a-c b-c+b-a c-a+c-b 
—————+——+———>U 


Có thể giả thiết a >b >c. Khi đó: >ỹ 


b+c c+a a+b 
] 1 1 1 
-b)|——- b-c)|——- >0 
ÂẲ l Nh mà B= = 


Bắt đảng thức sau cùng hiển nhiên theo giả thiết ban đầu. 


"W”“+: 
x6 2 


Ví dụ 27: Chứng minh rằng ta có: 2e É } >i|[ k2 vẽ] với 
p_a p-b p-c b 


a, b, e là ba cạnh và p là nứa chu vi của một tam giác. 


Giải 
'Ta có: : + : + - >2|=+r+c] 
pra pb p-c ø Ð # 
.. a5... 58. 
b+c-a a a+c-b b a+b-c € 
2 3 2 
2(a—b) _ 2b—c) _ 2(e—-a} >Í9 


(b+e-a)(a+e-b) (a+e-b)(a+b-e) (a+b-e)(b+c-a) - 
Bất đẳng thức cuối cùng hiển nhiên đúng do các bất đăng thức của ba 
cạnh trong một tam giác. 


Ví dụ 28: Cho x, y>0 và x”+y” =1. Chứng minh rằng: 1gếX ty S1, 
Giải 
_ xế 0<x<l1 _á X 
Từ giả thiệt suy ra & sàng = x°"+y°)<x?+y? =1. 
0<y<1 ` |w<y! 


Ta lại có: (x+y)” <9(x°+y°)=2 © x+y<M. 
1=Œœ?+y?? =(Vxxx" + jy2(y`)<(x+y)(œẺ +y2)<2(xỶ + vŸ) 


suy ra Ă“(°+#) 


Ví dụ 29: Cho x >0, hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 


=3|x+2]>6 (x>0). Vậy P„= 6 đạt được khi x =l. 
= b$ 


£ : mịn 
„.ủ £ „ 
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š 3 3 3 
Vĩ dụ 30: Cho a, b. c >0. Chứng minh răng T TẾ é > ab + bc+ ca. 
c a 


Giải 
Dễ dàng chứng minh với a,b >0: 


3 
a?”+b°>ab(a+b) T +” >a(a +b) (I) 


Hoàn toàn tương tự: kh +c°>b(b+c) (2); Sa a”>c(e+a) (3) 
Cộng (1), (2). (3) ta được điều phải chứng minh. 
Ví dụ 3I: Chứng minh các bât đăng thức sau: 
a. a? +bÊ+c? >ab+ be + ca với mọi a, b, e 
L 8 8 
BC: Da: _. > + + (a>0,b>0,e>0) 
c. a?+b?+c?+d?+e? >a(b+c+d+e) với mọi a, b, c, d, e 
Giải 
a. a?+b?+c?>ab+be+ca 
©a?+bŸ +e?°—ab— be—ca >0 
©> 9a” + 9b? + 9c? — 2ab — 2be - 2ea >0 
© (a? + b— 9ab) + (b +c? —9be) + (c? + a? — 2ea) >0 
©(a—b)?®+(b—e)? +(c—a)? >0. Bất đẳng thức này đúng. 
Do đó: aŸ + bỂ +cŸ >ab + be + ca là bất đẳng thức đúng. 
b.. Áp dụng câu a) ta có: 
a8 + b +cŠ >a'b! + btc! + c!a! =(a?b?)? + (b?e?)? + (c?a?)? 


>(a?b?)?(b°e?) + (b?e?)(c®a?) + (a?b2)(c?a?) = a?b?e?(a? + b? +”) 


> a”b?c?(ab + be + ca) 
8 L L) 22.2 8 bỂ 8 1 Ì 1 
Do đó: a Tỉ „abc ° bÁ co DIÀ : . Ta bà) 
a Bc a be a be 8 b 


c. a2+b?2+c?+d?+e?>a(b+c+d+e) 
©a?+b?+c?+d°+e?-a(b+e+d+e)>0 


œ©a?+b?+c?+d” +e?-ab—ac—ad—ae>0 


D 2 2 D 
«| 3 +bẺ ~ab |+| 3 2+e?—ae |+| S—+d?—ad |+| ®S—+e?—ae |>0 
4 4 4 4 


2 2 2 2 
©l3-b| +|`Š-e -l§-) +‡—) >0 Bất đẳng thức này đúng, 
2 2 2 2 


tr #s bể +c? +d? +e? >a(b+e+ d+e) là BĐT đúng. 


Ví dụ 32: Cho x+y = 1(x >0;y >0). 
Tìm giá trị lớn nhất của A = Vx + N 
Giải 
Do A > 0 nên A lớn nhất <> A” lớn nhất 


Xét A?=(Jx+y =x+y+9xy =1+2/xy (1) 


& ` > Jxy (Bất đăng thức Côsi) = 1 >2xy (2) 


Fa có: 


Từ (1) và (2) suy ra: A” =1+2jxy <1+(x+y)=1+1=9 
MaxA? =2e>x=y =2, MaxA = VỠ e> x=y =2. 


Ví dụ 33: Cho biểu thức: M=x”-5x+y? + xy -4y + 9014. 


Với giá trị nào của x, y thì M đạt giá trị nhỏ nhất? Tìm giá trị nhỏ nhất đó. 


Giải 
Ta có M=(” ~4x+ 4) +(y? =9y + 1) + (xy —x— 9y + 2) + 2007 
M=(x-9)” +(x~9)(y~1)+(y~ 1) +2007 


=M= «- 2)+ síy- )ị +) -(y~ 1 +2007 


2 
Do (y- Dˆ >0 vả|(x~ 3)+ s(Y" Ð) >0,Vx,y 


=M>2007 >M,;„ = 2007 © x=2;y = 1. 


min 
` 2 
) + 


Ví dụ 34: Cho x >I,y >1, Chứng minh: n 
l‡Xx”" l1l+ÿy ` l+Xy 


Giải 
Chuyên về, quy đồng ta được: 
5 HS h6 ., HN-3 cụ 


1+x” l+y” l+xy (1+x”)(1+xy) (1+y”)(1+xy) 
©»(x—y)”(xy—1)>0 đúng vì xy >I. 


Ví dụ 35: Cho các số x, y, z dương thỏa mãn THẾ =4 


1 1 1 


Chứn tằng: —————+————+————<I1 
L4 2x+y+Z X†+2y+z X+y+22 
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Giải 
Trước hết ta phải chứng minh bắt đăng thức phụ 
2 


2 2 
Với mọi a, b thuộc R: x. y > Ú ta có SN. c-k. 
X 


x+y 

© (a?y + b?x)(x + y) >(a + b)°xy 

©>a”y? +a”xy + b”x? + bŸxy >a”xy + 2abxy + b?xy 

c>a?y? + bˆx? >2abxy © a?y? - 9abxy + bŠx? >0 

©(ay— bx)” >0 (**) bất đẳng thức (**) đúng với mọi a, b và x,y > 0 
Dấu " =" xảy ra khi ay = bx hay tơ: 


Áp dụng bắt đăng thức (*) hai lần ta có: 


;_ ) BÏ 0] 3J 6Ÿ 


< +——= 
2xX+y+z 2X+Vy+Z X+Y X+Z x+y x+z 
1Ÿ (!Ÿ (1Ÿ (Ÿ 
4 4 4 4 Hi D8 n1 
<S“——+—+-—+-—=—|_-+—+- 
X V sà L) L6 ý Z2 
1 IiỆŒ 2. T 1 lƒ1 0 øi 
Tương tự ————<——|—+—+—|:————<—|—-+—+— 
x+2y+z 16\x y Zj x+y+2z 16\x y zj 
Cộng từng về các bất đăng thức trên ta có: 
1 1 1 


——+ +——— 
2X+V+Z2 X+2y+Z X+y+22 


T/Ø 1 _1 1j13 Z 1 1113 1.5 
<—|-+—+-|+—|-+—-+-l|+—|—-+—+— 
IG\ÀxX ý 2J 16\X ý 2) 16\xX ý 2 


Sài 929 Mác Ta... 
IĐ(X ÿ  # # ýÿ 2Zj 4 % ý 


Ví dụ 36: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức B= 


2_ 
X S5 LAN GG (với +0) 


Giải 
39 
x” -2x + 2006 
B= HH: ai (xz0) 
x? -9x + 2006 2006x” - 2.2006x + 2006” 
h œsE= 
*? 2006x 


2 2 3 5_ 9nn5 
` * _ 2908). + 2006x n2 (x— 2006)“ + 2005 _ 3005 


Ta có: B= 


¬ á x 2006x” 2006 


[- 
.ẻ 
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Vì (x~ 9006)” >0 với mọi x; x” >0 với mọi x khác 0 


~ 9006)? 2005 : B và 
s _ Am 2-2 - s. + Bè cư, * => B nhỏ nhất = Cá khi x = 2006. 
2006x 2006 2006 
Vĩ dụ 37: Cho các số dương a. b. , Chứng minh rằng: 
£ I 
1< THẾ, Nói. + = <2 
a+b b+c c+a 
Giải 
Tạ có: ‹_8 „ a+€ () 
a+b+c ba a+b+e 
b š b Ẹ b+a @) 
a+b+c btc a+b+c 
e `. e+b @) 
a+b+e c+a a+b+e 
Cộng từng về (1). (2), (3): 1<~Ä—+~_+_#_«<ø 
a+b b+c c+a 


Ví dụ 38: Chứng minh: 
A+a+B+b + B+b+C+c ` C+c+A+a 
A+a+B+b+c+d B+b+C+c+a+d C+c+A+a+b+d 
Trong đó A, a, B, b, C, c, d là số dương. 


Giải 
Bài toán phụ: Cho 0 < x < y, z > 0. Chứng minh rằng > vẽ 
y1?” y 
Ta có Ö <x<y: Z> Ú © 2y >ZX ZX + 2V > XZ + XY 
X‡+Z_X 
=> = 
=>y(x+z)>x(y +2) TH 
h xơ A+a+B+b A*+a 
bài toá 5 ————- “=—= 
'Xp-duog54)/Đnln p0 ti A+a+B+b+c+d A+a+c+d 
B+b+€+c C+c 
Tướng ——— 
_=. B+b+C+c+a+d C+c+a+d 
A*+a C+c A*+a +c 
Ax+a+c+d A+a+c+d C+c+A+a+b+d C+c+A+a+b+d 
⁄ A+a+B+b B+b+C+c C+c+A+a 
Do đó > 


Ata+B+b+c+d B+b+C+cta+d C+c+A+a+b+d 
Ví dụ 39: Cho x, y > 0 và x+ y <1. Tìm giá trị nhỏ nhât của biêu thức: 
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Giải 
Với a, b> 0, áp dụng bất đăng thức Côsi cho hai số dương, ta có: 


2 
¬. ...a táo =2 và .b 2Š 
a 


, Và —-<> = 
b a+b ab (a+b} 
Áp dụng (1); (2): (3) ta có: 


A= xŠ ` + tư t— + 
x+y `. 2Xxy 4xy 


x=————nwt Đng— 2+ —c= = „2+ = " 
xế+y +2xy 4xwy 4 (x+y)Ể (x+y) (x+y) 


>4+2+Bð=l1Az>Il 


Dấu "=" xảy ra e>x=y =2. Vậy A đạt giá tị nhỏ nhất là 11. 
b 
Ví dụ 40: Cho a.b > 0, chứn minh: -—=+—=>va +vb 
: HH uẺ” 1 7 
Giải 


Tacä -Š.+- ad 


db Va— 
œ aVa+bVb>aVb+býa « (a-b)ýa-(a-b)Vb>0 
œ (a-b)Wa-vb)>0 «s (Va-b)Q/a +Yb)>0. 


: 1 1 2 
Ví dụ 41: Chú ¡nh: Với a>b>1: ——c > bộ 3 
lụ ứng minh: Với a Thế TY › TY Xu 
Giải 
1 1 1 1 
* ==-....1. , 
dàn PT EPT. 1+ab 1+ab 
ab-a? x ab—bể _ 
(+a?)(1I+ab) (1+b?)(1+ab) - 
a(b—a) F b(a — b) ki vu _ 8 b_ 
(1+a?)(1+ab) (1+b?)+ab) 1+ab\l+a? 1+bể 
2 2 3 
b-a a+nb -b—ba nhàm (b-a) (ab — 1) =>, 
1+ab| (1+a?)(1+b?) (1+ab)(1+a?)(1+ bể) 


Vìa>b>l  ab>l «  ab-1>0. 
Ví dụ 42: Chứng minh: a” + b° +c°+3>2(a+b+e); a,b,ee R. 
Giải 
a. a? +b bực! +3>2(a + b+c) ©  (a-1+(b-1”+(e-1} >0. 
=4 l2 b7 
) "+ 


; 
:Ñ.' 
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Ví dụ 43: a. Chứng minh: x” + y” > & TT 


cà (x+y) 


b. Chứng minh: x' + y' > š 


c. Cho x >0, y > 0 và x + y =1. Chứng minh 8(x! +ÿ9)J+-L sẽ 
xy 


Giải 
a. Cách I: 
Khu z= Xx°+y2+x ty” (x ty2+2xy)+(x?+y°—2xy) 
_ 2 
2 „._giÑ# 3 
Su. S, x2 vì (x~y)” >0 


L2 2 
Cách 2: x” + y? >2 sa(x +y?)>(x+y) 
=92x?+9y?>x?+2xy+y? ©x?+y?—2xy >0 
«>(x—y)” >0(BĐT đúng). Do đó xề + y* —. BĐT đúng. 
@ˆ+ÿŸ 


b. Áp dụng câu a) ta có: x1+y! =(x?)? + (y?)? > 


(Œ) 


2 9 2 
Theo a) ta có: x2 +y2> . =(x'+y'} > l“‡”| (bình phương 
hai về không âm). 


4 
Vậy (x? + y* ơn @) 


4 
Từ (1) và (2) có: x'+y*> — 
c. Áp dụng bất đăng thức Côsi cho hai số dương, ta có: 


1 1 
x+y>2\jxy mà x + y = l. Do đó: 2jxy<1«^——=>2©—>4 (3 
MÃ ỳ y J xy (3) 


Theo b) có x+y=1.Do đó: x!+y' > 


Từ ) và (4) ta có: s(x" +y')+-—>8.—+4=5. 
XV 8 


A” 


Ví dụ 44: Chứng minh: 


a #ó, Bi: HH _— a,b,c>0 == 
Giải 
a. Tacó: a”+b?+c°>ab+be+ca 
(“s*} _a” +bÏ+c” + 2ab+ 2ac+ 2ca _ ab+ bc+ ca 
3 9 3 


tu: n“n (ĐPCM). 


b. Tacó:3(a? +b?+c?)=a? +bẺ +c? +9(a? + b?+c?) 


a+b+c 


3 


a?+b?+c? 
m————— — 
3 


[ 


3 


Ví dụ 45: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của y = 


định với mọi x 
2 


Tacó: y=—————— 
=8 T 


* Xét y = l, ta có: -ðx+7=0 ©x= 


* Xét y #],ta có: 


>a? +bÊ+c? +9(ab + be + ca) = (a +b+€)# 


mai 


2 
———— đềy xác 
xa. 7 


Giải 


© yx? —-Byx + 7y = x? © (yS—1)x? -5yx + 7y =0 


ï 


5 


A =95y? - 28y(y - 1) = 95y? -98y? + 98y =—-3y” + 28y = y(-3y +28). 


Để có x thì phải có A >0 


y>0;-3y +28>0 
y <0;-3y +28 <0 


5y 


=0 thì x= = 
ú 3 =1) 


>0;y<— 
y y 28 
c©S0<y<— 
3 

<0;y>— 
28 By 14 
¡ y=—I = =— 
3 2vy-1l) 5 


Vậy: giá trị nhỏ nhất của y là 0 với x = 0. 


Giá trị lớn nhất của y là _ với x= 


8Ÿ 


14 


5 


Ví dự 46: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: 
a.y=-9x?+x-—l L1 ——P.—. 
x`—x?+2x+4 


Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng ˆ khi x=T=0 = xa: 
x+]1 x+1 1 
b. y=-—j =9 =- 
xX-X+2x+4 (x-2x+4)(x+l) x-2x+4 
m— m7... Vxz-1. 
(x-1⁄ +3 3 
Hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng + khi x =1. 
Ví dụ 47: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số: 
x? x?+92x+2 
a. y=-—+x-l “————n- 
4 xế+2x+8 
Giải 
a) y=5 +x~1=1(x? +4x)~L= 1x? +4x+4—4)~—1 
4 4 4 
=2(x+B) ~2> ~8, Vx. 
Hàm số có giá trị nhỏ nhất Miny =-3 khi x=-~2. 
b) _X +2x+2 (Xf+2x+3)-1_ WẺ VÀ. cởi 
x'+2x+3 x'+9x+3 x°+2x+3 (x+1)?+9 


Hàm số có giá trị nhỏ nhất khi có giá trị lớn nhất, tức là khi 


=. 
(x+1U+2 
(x+1)? +2 nhỏ nhất. Điều này xảy ra khi x ==—1. 


khi x=-1. 


Vậy hàm số đã cho có giá trị nhỏ nhất Miny =1— 


2| 


1 
£ £ 2 
Ví dụ 48: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm sô: 


a.y=9x?—x+B5 b. y=ð-j(x—-2)(4—x) 


1 
đ. y=slx+3|~4. 


A8 _ 


Giải 
"....... 1) 39.39 
8. V9” =x4 80 x cỗ Tp +õ=9|x-—| +—>— với Ì 
Dã NT: * 3“ Với mọi 
39 1 


giá trị của x. Hàm số có giá trị nhỏ nhất: Miny = r¬ & x<= Pà 


b. y=5— J/(x—9)(4—x) có giá trị nhỏ nhất khi j(x—2)(4—x) có giá trị lớn 
nhất. Ta thấy j(x—9)(4-x) có giá trị lớn nhất bằng I khi x= 3. Vậy 
giá trị nhỏ nhất của hàm số Miny =4 đạt được khi x =3. 


la s8 11 
_ X+2x-l _g|2x táxtĐ]T TT 1 
2x?+4x+9 2x?+4x+9 2 4x?+8x+18 
EU (HUẾ 
2 4(x+l) +14. 
Hàm số có giá trị nhỏ nhất khi ——L_—— có giá trị lớn nhất, hay khi 


4(x+1)? +14 
4(x +1)? +14 có giá trị nhỏ nhất, đạt được khi x =-1. 
ï 13 


Vậy: Mi =.. khi x=—l 
ậy: Miny -RWEYI ạt được khi x 


d. Vì |x+3|>0 với mọi giá trị của x nên y =glx+3|~4>-4 với mọi giá 
trị của x. Hàm số có giá trị nhỏ nhất: Miny =-4 đạt được khi x =-—3. 
Ví dụ 49: Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của hàm SỐ: 
a. y=~9x +1 nếu x lấy các giá trị không âm và không lớn hơn 10. 
2 £ £ 
b. y=-T +tR*Ế nếu x lấy các giá trị không nhỏ hơn 2 và không lớn 
hơn Š. 
Giải 
a.. Với 0<x; <x; <10, ta có: 
f(x,)— f(x;) = (—2xị +1)— (—2x¿ + 1) =2(x; — xị) > 0 
nghĩa là f(x,) > f(x„), hàm số nghịch biến với 0 < x<10. 
Từ đó suy ra f(0)>f(x) và f(x)>f(10) với mọi x trong đoạn [0:10]. 
Vậy giá trị lớn nhất của f{x) là f(0)=1. Giá trị nhỏ nhất của f(x) là 
BỮ (với x lấy các giá trị không âm và không lớn hơn 10). 


,ÑI 


b. Lấy xị, X; tùy ý sao cho 2<xị £x„ <5, ta Có: 
: xỉ 3 %ã 3 
Fạ,)~f(x,)=|[~Š +, lŸ]H-Š*x 3] 


1 X,+X 
=g(x; -xï)- (x; — xị) =(X; —Xụ (2#-)>o 
Nghĩa là hàm số f{(x) nghịch biến với 2<x<5. 
Lập luận như câu a. ta thấy f(2)>f(x)và f(x)>f(Œ) với mọi x mà 
2<x<5. Giá trị lớn nhất của f(x) với 2<x<5 là Maxf = r(2)=Š. Giá 
trị nhỏ nhất của f(x) với 3< x<õ5 là: Minf =f(ð)=-6. 
Ví dụ 50: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số: 
a. v=(V8~1)x + nếu x lấy các giá trị sao cho <x<4. 


+ z 
b. y=- TT +rR+i nêu x lây các giá trị sao cho -3<x<0. 


Giải 
a.. Do v3 —1>0, hàm số bậc nhất v=f(+)=(V8~1)x+Š đồng biến. 


Tại giá trị xo tùy ý thỏa mãn Ỹ <x; <4 ta đều có :(Š] <f(x,)<f(4). 


Vậy, giá trị lớn nhất của hàm số với Ề <xụ <4 là: 


f(4)=(3- 1)4vỗ= 48 sẽ, 


Giá trị nhỏ nhất của hàm số với 5 <x, <4 là: 


!(§)-( `. 


£ 2 £ h . 

b. Hàm số y .~+ x+1 nghịch biến khi biến số x lấy giá trị sao cho 
-8<x<0 nên giá trị lớn nhất của hàm số đó trên đoạn này là: 
f(_-s) = C3" “TT ~3+1 =Ÿ, giá tị nhỏ nhất là f(0) =1. 

Ẵ HP n 
x°+xy y°+xy 

3 


2+v2x—x?+7 


AE” - 


Ví dụ 51: a. "8W NE-liollaiek >4 


b. Tìm Ẻ nhỏ nhất của biểu thức: A = 


Giải 


a.. Bài toán phụ: Cho a, b > 0. Chứng minh rằng: ti 2 
a b a+b 


Chứng minh: Áp dụng bất đăng thức Côsi cho hai số dương ta có: 
J1 


a+b>9výab; Trr>3 ` 
a b 


1 


Do đó: (a+b)[S +y ]> >Jab 2 Tự =@+bl(S+y)z4 


1.1 4 
=—+—> ` 
a b a+b 
Áp dụng bài toán phụ trên ta có: 
1 1 4 4 
C nà >—. P = $ 
xX+xy y`+xy X+tXxy+y °+xXxy (x+y) 
Mà x, y> 0 và x+y<1= : >l= ` sẽ1 
x+y (x+y) 


1 L 
+ 


Do đó — 5 
X+Xy yˆ+XV 


>4 


b. A có nghĩa ©2x—x?+7>0 ©-~(x”-2x+1)+8>0 
©(x-U?<8œ-2/9<x—1<9/2 ©-9/2+1<x<9 2+1 
Điều kiện ~9J/2+1<x<9/2+1 1. 


Ta có: 9x4—xÊ +7=~(x—1)° +8<8. Do đó: J2x —x? +7 <8 =92 
Nên 9+x2x—x? +7 <9+92 =2(V9 +1) 


1 1 J2 «ca 3 
Ít: ————b=—=-Š`—-.VyA sẽ 1 
2+42x-x?+7 242+10) 2 D ) 
Dấu "=" xảy ra ©x—l=0e€>x=l (thỏe (*)) 


Vậy giá trị nhỏ nhất của A là 2(v2~1) x=l 
Bài tập vận dụng 
2 
1. Chứng minh: F tủa +c? >ab—ae+2be. 


2. Chứng minh: a” +b°®+1>ab+a+b. 
3. Chứng minh: x” + y” +2” >2xy —2ZX +2yz. 
4. Chứng minh: x' + y! +z? +1>2xy(xy°—x+Zz+1). 
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5. Chứng minh: Nếu a + b~1 thì: a” + bỂ > T 
6. Chứng minh: (a + b)(b + e)(e +a) >8abc; với a,b,e>0 


7. Chứng minh bất đăng thức: Tạng + Tang > ⁄2009 + 2003 
8. Chứng minh: (a + b + e)(a” + bể +e?) >9abe; với a,b,e>0. 
9. Chứng minh: (1+a)(1+ b)(1+e)>(1+ Ÿabe)'với a, b, c>0. 
10. Che a, b, e thỏa mãn aŸ ¡ bỂ + c” =3 

Chưng minh răng ab + be + ca+a+b+e<6 
11. Chứng minh: ¬ h tŠ ya thức với a,b,c>0. 


II. : 
12. Chứng minh: — ti —16; với x,y>0 


x>3a? T1. 


13. Chứng minh: 2a" + 


l+a 
14. Chứng minh: aŸ?(1 + b”) + b”(1 +e?)+ e?(1+aŸ) > 6abe. 
15. Chc a,b >0. Chứng minh: Km anh tạ*2)' 
16. Che a,b>1, Chứng minh: ab >aWb—1 + bvVaT—1. 
17. Che x, y, z>lvà x+y+z=4. 
Chứng minh: xyz > 64(x ~ 1)(y - 1)(z — 1). 
18. Che a, b, c>0 và a+b+c =1, Chứng minh: 


a.b+ec>16abe. b.(1—=a)(1—b)(1—e) >8abe. 
s(i+3l[i+y)[r+e]>®4: 
a b e 
1 1. È .. 8...1 
19. Đặt TH, Lông 3 xi le 2 
.5.. 1 
đ. sp +drgee _ 
h š 1 1 1 1 35 
Chứng minh răng: ——+——_>+———1..+——<—_: 
5 “5g? 558) 508) ø"§; 36 
x?+2 


20. Chứng minh: a. >2, VxeR. 


Vx°+1 
1: 


2 
b, >6, Vx»> Ta. 5 
ý a?+1 
ẠI 
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ab be ca „a+b+tc 


21. Chứng minh: ¡ với a,b,e >0, 


=.h bọc cv. 5 
22. Cho a, b, c > 0 và a+b+c<1. Chứng minh răng: 
1 ? ] 
IS. 
a?+9be b+2ae c°+2ab 
: $ ` y? 1 
23. Chứng minh: ————+————<—, Vx,yeR 
1+16x” 1+16y° 4 
24. Cho các số thực a, b. c khác 0 thỏa mãn: a+b+c=abc và z?=be, 
Chứng minh a” >3. 
25. Chứng minh rằng: 


>9 


: ". ă di 
a) Với mọi số tự nhiên n, ta có: /n+1—n > 
› : 3 2Vn+l 
1 1 1 
Từ đó suy ra: 1+——+——+...+———< 22005. 
: 2 y3 v2005 
b) Nếu a >e, b>e, e>0 thì: ve(a=e) + jeŒb—e) < vVab.. 
e) Nếu ax” = by” =cz! và S+L+2=1 thị 
KÐ W '# 


flax? + by? +cz? = Ÿfa + Ứb + c 
26. Cho a, b, c là số đo độ dài 3 cạnh của 1 tam giác. Chứng minh: 
a. ab+be+ca <a” + b +c? <9(ab + be + ca). 
b. abe>(a+b~—e)(a+e—b)(bồ+e-a). 
e. 2a”b” + 9b?c? +2c?a? =a!—bf—e! >0. 
27. Cho 3 sô dương x, y, z thỏa mãn x + y +z = 1. Chứng minh: 


3 2 
—————+*—-„>l4. 
Xxy+yZz+ZX x?+y °+?? 
28. Chứng minh: = — = >`Š; với a, b,c>0 
b+c a+c a+b 2 
29. Cho a, b, c>0, Chứng minh: 
“7.5. ,.1. `... 
a'+b?+abe b°+c°+abe cỦ+a°+abe abc` 
30. Cho y =Š+ ỄT. x >1. Định x để y đạt giá trị nhỏ nhất 


31.Cho y - x>~—1. Định x đề y đạt đạt giá trị nhỏ nhất. 
x+ 


,x» š . Định x để y đạt đạt giá trị nhỏ nhất. 


. Tìm đạt giá trị nhỏ nhất của f(x) = 


. Cho y=(2x+5)(ð—x), — 
, Cho y=(6x+3)(ð—9x), — 


„ Cho y= 


. Cho y= +, 0<x<1. Định x để y đạt đạt giá trị nhỏ nhất. 
= + 
x”+] š £ 
34. Cho y=————. x>0. Định x đề y đạt đạt giá trị nhỏ nhất, 
X 


X+4x+4 „. 
—, VỔI x>0. 


3 


. Tìm đạt giá trị nhỏ nhất của f(x) = x” + ..# với x >0. 
bộ 


„ Tìm giá trị lớn nhất của f(x) =(2x - 1)(3 - ðx). 
. Cho y=(6—x),0<x<6. Định x đề y đạt giá trị lớn nhất. 


, Cho y=(x+3)(~—9x), -3<x “ Định x đề y đạt giá trị lớn nhất. 


<x<5. Dịnh x để y đạt giá trị lớn nhất. 


2| @i 


` 
2 
b$ 


+} 


5: Định x để y đạt giá trị lớn nhất. 
=———x: Định x để y đạt giá trị lớn nhất. 
+2) 


Hướng dẫn và đáp số 


TT+b +c? >ab ae + 2be 
D 


3 
— TT~a(b~e)+ bỂ + c = be >0 © (-®-o) >0. 


a? +bP+1>ab+a+b œ 9a? +9b? +2—29ab— 2a -2b >0 
©Ằ a?-2ab+b?+a?+2a+1+b?+2b+1>0 

©® (a-b)°+(a-1)°+(b-1)? >0. 

X? +yˆ +2? >2xy — 9zx + 9y2 

©  x°+y?+z?-2xy+9xz—2yz>0 © (x—y+z)” >0. 
x'*+y!+z?+1>92xy(xy°—x+Z+1) 


c5 #2 »$-/8Y5ÄF -RE-Bipt 


AK*” +(x-2)” +(x-1) >0. 


“x S5. Định x để y đạt giá trị lớn nhất. 
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5. at+b>l= bzl-az= bÌ=(I-a)=l-a+a?+a?° 
= a°+b*=8(a—1)?+ >1 ĐPCM. 
2 4 4 
6. Áp dụng BĐT Côsi cho hai số không âm: 
=—) a+b>9Vab, b+e>2Vbe, a+e>9ac 
= (a+b)(b+e)(a +e) >8Va?b?c? =8abe. 


2002 20083 
1. + > ý2003 + 2003 
42003 42003 


© 2002/2002 + 2003/2003 > 2002/2003 + 2003/2003 
© 42003 > 2002 (đúng). 
8. Áp dụng BĐT Côsi cho ba số không âm: 


= a+b+c>8Ÿabe, a? + b2 +c? >3Ÿa?b°c? 
= (a+b+e)(a? + bề +e”)> 9Ÿa°b3e* = 9abe. 

9. Tacó: (1+a)(1+b)(1+e)=1+a+b+e+ab+ae+ be+abe, 
a+b+ec>3ÿfabc, ab +ac + be > 3Ÿa?b2c? 
(1+a)(1+b)(1+e)>1+3Ÿabe + 3Ÿ⁄a?b?c? + abc = (1+ Ÿabe)). 


10. Ta có: a? + bể >9ab; bể +c? >9be; c®+a” >2ac 


=9(a? + bŸ +e”) >9(ab + be+ ca) => ab + be+ ca <3 (1) 
Tương tự: a?°+1>9a; b?+1>9b; c°+1>2c 
=a?+b?+c?+3>2(a+b+c)=a+b+ec<3 (2) 


Từ (1) và (2) suy ra ab + be+ca+a+b+e<6. 
11. Áp dụng BĐT Côsi cho hai số không âm: 


2 2 
.--- .-" ---...... . 
b ab 8 $€ ac 
2 
CT2 CH..ÊP VỀ XE La ghớa 
b € be ï§E ®% £ 


8...9 
12. ® CuanyP ~16; với x,y >0 


© x°+y)+64>12x?y)? œ (x?)?+(y) +4) >12x2y? 
Áp dụng BĐT Côsi cho ba số không âm: 

(x10?) +4) >3x?y)4=12x?y?. 
e ‡ 


c4 


= 


2` 


13. 2a! + x>da”T—1c>nhta ta? +1+ 5 
l+a l+a 


Ấp dụng BDT Cösi cho bốn số không âm a', a*, a? +1, 


S3. +a °a?+1+ : >> 4Ila*a*(a? + 1) : 5 =4a?. 
l+a" l+a 


14. Ta có: a?(1+b?)+b?(1+c”)+c?(1+a?)=a? +a?b? + b? + b?a? + c? + c®a? 


Áp dụng bắt đẳng thức Côsi cho sáu số không âm: 
= ca +a?b°+b?+bfc?+c?+c?a? >6Ÿa°b5°e° =6abec 
a a 1 b b 1 bó e 1 


15. la có: _< == si c= ==t:—“-—==. 
a?+b°` 2ab 2b ` b°+c” 9bec 9c la?+c?” 9ac 92a 


ở a b Uả 171 Ú 3 
mm Tran an rán Lang) 
16. Ta có: a=(a—1)+1>2Va-1;b=(b-1)+1>9Vb—1 
ab >9aVb~1, ab>2bVa-~1; ab>aWb~1+ba—1 
17. Ta có: x=(x—1)+1=(x-l)+x+y+z-3 
=(=1)*+(Œx~1)+(y~1)+(~1)>4œ«~ Ð?(y~1)@~1) 
Tương tự: y >4‡ƒ(x— 1)°(y—1)(2—1); z > 4‡ƒ(x - 1)(y —1)(z— 1)? 


2 _ xyz>64(x~-1)(y—1)(z2— 1). 


18.a. Ta có: (*z‡) > be © 16abc <16a| # SẺ Í =16a (#} =4a(1-a)? 


=(1-a)(4a 4a?) =(1 ~a)[1~-~9a) |<1~a =b+c. 
b. Ta có: 
(1~a)(—b)—e) =(b+e)(a + e)(a + b) >9 Vbe.2ae.2Vab =8abc 


a+a+b+c,. 4Ÿa?bc 


c. Tacó: (1 „^) =(————)>—.. Tương tự: 
a a a 


4, 2 4, 2 
(;: "¬-——= (t-sl[t+z)>®: 
b b € e a b lÒ 


: 1 1 S„-8, 1 1 
19. Với k >9, ta chứng minh được: ——=K ~K1_ 
ới chứng lược _ĐRNG:-I _...— > gxS 


Lần lượt thay k từ 2 đến n, ta có: 
k š f1 1 T7 35 1 1 3 


— << xưng K“=—= 
D114 ¡ 8, B18) N) 5 6"S2 Sại 5, 


%, 


Ai L4 


Cộng từng về các bất đăng thức trên, ta được: 
=—- + —~ +... + — < _ 1 < Ề 
SỐ Đố. BI Ð Dạ Sị 


Do đó: —_- : 4 L 


pm... ..... : = Ì 
=. BỘ ĐH 5"SẼ} 5Sỹ 6, 36 


20.a. x+2 >2 œ6 x?+2>2vQxÌ+l cœ© xX?+l+l>2ýx?+l1. 


” 
®s 

ca 

_ 


x—1 Xx-—1 Jx-—1 xx 
c. Tacó: (a?+1)+4>994(a? +1) = 4a? +1 _hx >4. 


21. Vì a+b>9Vab 
câ ab t ab vab be be vMhc  ac ac vac 


< = RE =—, < 
a+b 9j/ab 2 ` bực 2/bc 2 °a+c Øjac ƒ 
ẮẦgạ dựa vào a” + bể +e? >ab+ be+ ca 


ab be # cilBk.1LP1- HH „ atbtc. 
a+b bực c+a- 7S 
22. Đặt X=a? +2bc; “ Z.=c? +9ab, ta có: 


X+Y+Z=(a+b+e) <1 


Áp dụng bất đăng thức (x+Y+2/( + +2+}|>9, ta có: 
xX TY # 
D : ta? D —z9 
a +9be bỐ+2ac cÔ+2ab 
2 2 2 
23. Ta có: ` .... ng. 
1+16x” 1+(4x)° 2.44x7 8 
y? > y? y? R.' x” x y? =' 


1+16y° 1+(4y) _h § TrƯYC 1+16y'_ 4 
24. Từ giả thiết a+b+c=abe và a?=be =b+e=a?=a=>b và c là hai 
nghiệm của phương trình: x”—(a”=a)x+a”=0_ (1) 
A =(a3 ~a)? —(9a)? = (a? +a)(a” —3a) = a”(a” + 1)(a” - 3) 
Vì (1) có nghiệm nên A =a(a? + 1)(a? =3) >0 


Mà aŸ *0; a”+1>0nên a*~3>0 hay a° >3. 


25.a. Với neN.tacó: 


Sử i.c- (ýn+1-vn)(Vn+1+ vn) _ 1 1... 
(Vn+1+vn) "gn shhi 


= ¬ <3(Vn+1— Ýn). Cho n lần lượt bằng 0, 1, 2,.... 2004, ta 
được: 1<2(1~0); <2(W -1); <2(- v2) 
1 
se) < 9(J2005 - /2004 
X7: RÊ 


Cộng về theo về các bất đẳng thức trên thì được: 


nghệ tưng 2(x##- 1+ 3 - 2 +... + 2005 5 ~⁄2004) 


1 
E PM em 


b.. Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 


ea —c) s Jeœb-e) St 
ab ab 


Từ giả thiết: a >e, b>c, e>0, ta có thể viết (1) dưới dạng: 


lỆ = [b-92 .¡ 
b a a b 


Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương x >0, y >0: 


x+y .. Je |ía=€) HD a-=c 
vVxy< `: S; rt" (2) 


pc =9 (+2) (3) 
a b 2\a b 


Cộng (2) và (3) về theo về, ta được (1). 


< 32005, ĐPCM. 


c. Sử dụng giả thiết ax" = by? = cz _... ta CÓ: 


A =Ñax? + by? + cz? =4|2— S - dat | = =xX 
> Lee t2 
} V zZ 
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Do đó: T3 vÄ=A[Ss x =1] + ý xức DPCM. 

Ä# W # š # 5 

26.a. Ta có: ab+be+eca<a?+b?+c?” «s (a-b)°+(a-e)"+(b-e) 

và a>|b—c|;b >|a —c|;e >|a — b| 
= a?>b?~9ac+cŸ; bŸ >a? -2ae+e?;s c? >a? - 9ab + bể 
= a?+bÊ+c? <9(ab + be + ca). 

b. Tacó: a°>a?-(b-c)” =  a?>(a+e-b)(a+b-c) 
b>b?-(a-c)°`. = b?>(b+e-a)(a+b-e) 
c°Ằ>c?—(a—b)? => c? >(b+c—a)(a+e—b) 

= a”b?c? >(a+b—e)Ÿ(a+e—b)?(b+e—a)? 
& abe >(a+b—e)(a+e—b)(b+e-a). 
c. 2a?b? +2b?c? + 2c?a? —a* — b* —c >0 
© 4a?b?+9c?(b?+a?)—a!—bf†—9a?b? -c! >0 
© 4a?b? +9c?(b? +a?)—(a? +bŸ)?—ce! >0 
€s (Oab)" ~[(a? + b°)~e? ÏÏ >0 
œ [e#~(a~b) |[(a + bŸ —e° ]>0 
© (c-a+b)(e+a—b)(a+b~—e)(a+b+e) >0, đúng. 
Vì a, b, c là cạnh của tam giác 
= c-a+b>0, e+a-b>0,a+b-e>0, a+b+ec>0. 
27. Từ x+y+z= 1 suy ra 


(x+y+2)? =x?+y°? +2 +2(xy + yz+zx) =1 


3 _ 8Œ” +y” +2”)+6(xy+yz+zx) _ 3đ” +V +2) lo 
XY +ÿZ+7ZX XV+Z+ZX XV+VZ+ Z2 

2 _ 2G” + y” +22) + 4(xy +yZ+ZX) _ 2X” + V +2) à 
XY +ÿZ+ZX XV+ÿZ+ZX XV+Z+7ZX 


Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số đương, ta có: 
“mm... 5... 
XV+YZ+ZX XV+VZ+ZX 


a9 


DA PP =m- = 
>g+3+2 BE ty Z2 1G + YT) gà ng 


XV+YVZ+ZX  XY+VZ+ZX 


28. Cách J: Đặt X =b+c, Y =c+a, Z=atby a+b+e=.(X+Y + 


_Y+7Z-X ,_Z+X-Y c.X+Y-Z 
DI: Tae lào BH. sa Sà, › 


a b e l( `) lễ xì f2 ÝY 3 
=_——+ + =— . + +—+ +—|-3|>-. 
b+c a+c a+b 2|\(X Yj) \X Z Ñ. ứ 2 
Cách 2: 
— bẻ `. -[ ST Ìk : #I | — «i]-3 
b+e a+c a+b (bực a+e a+b 


=sla+b)+(b+e)+(c+a)lÍE=—)+Í=}*(ss]-3 


Áp dụng BĐT Côsi cho ba số không âm: 


=gla+9)+(b+9+(e+a)lC.)x(C=]*[c}>š: 


29. Ta có: a” + bŸ =(a+b)(a? =ab+ b”) >(a + b)ab 
=_ a”+bŸ+abe>(a + b)ab + abe =ab(a +b +) 


Tương tự: b+c” +abe>(b+e)be + abe = be(a + b+c) 
b 


c° +a” + abe >(c+a)eca + abe = ca(a + b+ c) 


1 n 1 : 1 S Ghi Í*] 
ab(a+b+c) bea+b+c) ca(a+b+c) a+b+c(  abe 
1 2 1 
. Ta có: y=Š ——+-. 
30. Ta có: y 5 ˆ.— ri 
1 9 
2 `°x-1 
> TH DỊ | HÁT ĐIN cội 
3 x-1 2 3 x-I 2 9 
x-1 2 2 x=3 
Dâu " ——=—— -1Ở=4 © 
ấu Xảy ra ' N3 2=) ©® (x-l) lam 
Vậy khi x=3 thì y đạt giá trị nhỏ nhất bằng — 
3(x+1) 1 3 
+ 1E =———+——-—- 
TH VÓc Ä 2 x+1 2 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm ¬ = 


3x+U, 1 3 ,[Ax+t)D 1 3_@ 3 


= 
: x+1l 9_ =.— weỈl Ð 


ABf`- 
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3. 


34. 


6 
3x+1 _ 1 „3 hs 
Dấu " =" xảy ra œ “——^=——«€(x+1)*=“© 
2 +1 3 


xe -ễ (loại) 


v 


Vậy khi x-XŠ thì y đạt giá trị nhỏ nhất bằng V6 ~Š. 
2x—1 5 1 

# “2= 
6 2x-1 3 
2x-—1 5 


Ta có: y= Áp dụng bất đăng thức Côsi cho hai số 


3X-1_.. 5 + o(0x-ljf=8flee 


2 
6 2x-1 —/30 +1 


K=—————(oạl) 


v30 +1. 
3 


Dấu "=" xảy ra 


Vậy khi x= k Í # thì y đạt giá trị nhỏ nhất bằng Y——— 


5 X ñ(1-x)+5x _—._ 1—x 


- Ta có: .a + mu =m +5 N,) 


-=X K l=X X ñ:- X 
LG: 
X 


Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm cei 5 
—X 


X 1—x % 1-x 


+B=9/5 +5. 


2 
© ——=5— œ (rs] =5 œ =——— 5= @<x<Ð 


1-x 
5~— v5 


s thì y đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2/5 + 5.. 


Vậy khi x= 


x°+1 
về 


1 


X 
ra 


Ti 
g X 


Ta có: 


X 
—+* 
t2 


-, 
= 


Áp dụng bất đăng thức Côsi cho ba số không âm z : : 
X 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


gG' —— thì y đạt giá trị lớn nhất bằng l H 


Dấu "="xảyra <> `. © x=Ÿ#2. 
- j # 

^ Ề p TNN, y Ổ 

Vậy khi x = Ÿ2 thì y đạt 1á trị nhỏ nhật ——. 
š ứ 

2 
Tacó: Š CF sat cử vã liổ xázg 
x X X 
Dấu "=" xảy ra c x== & x=92(Œ>°0). 


x 
Vậy khi x = 2 thì y đạt giá trị nhỏ nhất là 8. 


2 2 2 LẦU 2 
Ta có: cha ca cỗ cổ co +5 ng _— TL = 5 
XX 8 8 3 x x 3 x? 27 
Ấ ¬* 1 
Dâu "="xảyra © —=-T œ©œ x=Ÿ3 
3 x 
Vậy khi x = Ÿ/5 thì y đạt giá trị nhỏ nhất là y =—Š—. 
#27 
Ta có: 
11 1 1 
f(x) =—10x? +11x—3= 10|xỶ =2 3=-10Ìx-—| +—<— 
e0 “ 3) m) 4040 
11 
Dấu "="xảyra œ x=—— 
y 20 


A : IUUÊP Thờ cm Hi 1 

Mu khi St Hàng giá trị lớn .¬ rr.N 

Áp dụng bất đăng thức Côsi cho hai số không âm x và 6 —x 
(vì 0<x<6)= 6=x+(6-x)>2jx(6-x) =  x(6-x)<9 
Dấu "="xảyra ©œ x=6-x @œ x=3 


Vậy khi x =3 thì y đạt giá trị lớn nhất bằng 0. 
Tacó: y=(x+3)(5-2x) =5 (2x+6)(ð-2x). 
Áp dụng bắt đẳng thức Côsi cho 2 số không âm 2x + 6 và 


Ta: 3<x<- 3]2H~ (2x+8)+(5- 2x) >2./(2x + 6)(BxT— 2) 


2 0x +6)(5x-2)< - 


Dấu " =" xảy ra ©>3+6=B~Ð c> x=~C 
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40. Ta có: y =(2x+5)(5- x) =5 (2x+5)(10-—-3x). 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm 
2x+ð5, 10—2x (-š<x<s): 


= (2x +5) +(10—2x) > 2//(2x +5)(10—2x) 


= 2 (0x +8)(10- 2x) cCC, 


Dấu "=" xảy ra © 2x+5=10-2x ©@ x=— 


Vậy khi x ` z thì y đạt giá trị lớn nhất bằng =. 


41. Ta có: y = 3(2x + 1)(5— 2x). 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số không âm 


2x+1, 5-2x (-;<x‹$)} 
2 2 


= (2x+1)+(B-2x)>2(2x+1)(B-2x) = (2x+1)(5- 2x) <9 
Dấu "=" xảy ra © 92x+1=5-2x @ x=l 
Vậy khi x = I thì y đạt giá trị lớn nhất bằng 9. 
1 
42.Tacó: 2+x?>2V2x? =2xV2 xw.h1”... Suy = 
PNPETE ST 
Dấu " = " xảy ra. 
# SẢ 1 
Vậy khi x =2 thì y đạt giá trị lớn nhất bằng ——. 
ạy y đạt 1a trỊ E 2J2 
43. Ta có: x°+2=x?®+1+1>3Ÿx”.1.1 


3 

2 „oy8 D X 1 

©(x +2) >2ï7x  ——„S<<- 
' ) (x?+59)) 27 

Dấu "="xảyra > x?=1 œ x=#l 


Vậy 1 +1thì y đạt giá trị lớn nhất bằng —— 


a8 # 


Chương 8. Bài tập tổng hợp 


Ví dụ I: Cho x,y,z >0, x+y+#z=1. Tìm giá trị lớn nhất của: 


P= X + X + z 
x+l y+l z+l1 
Giải 
ll& cõi BS th, WEIs]l 201-1- Z) 1 _ 1 : 1 
x+1 v+l Zz+l1 x+l y+l z+l 


1 1 
+ 


# nhỏ nhất 
X+l y+l z+l 


P lớn nhất  Q= 
Theo bắt đẳng thức Bunhiacôpski: 


[&+1)+w+1)++U [+ mj>9 


——Ừ+ 
Xx+l y+l Z+l 


1 1 1 9 
+ > 


> + >—-. 
x+1 y+l z+l 4 


T £ 9. 8 1 
Vậy giá trị lớn nhât P =3——=— 6 x=y=z=~. 
AyE Ù PIN: ` 3 


Ví dụ 2: Cho m nhận giá trị nhỏ nhất của một trong các giá trị 
Ề E ˆ = thư x, y, Z, t>0. Tìm giá trị lớn nhất của m. 
Giải 
Ta có: x. ` : ' : = : h .t=1. Tích 6 số dương bằng 1, nên có ít nhất 
một số nhỏ hơn hay bằng l1 = m<1. Dễ thấy khi: x=y=z=t=1 thì 
m =1. Vậy giá trị lớn nhật của m là I. 


Ví dự 3: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số: y = x? +1+ 2x + 


a 
(x+1? 
Giải 


Ta có: y=x?+1+2x+ 


(x+1? 
Áp dụng bất đăng thức Côsi cho a>0, b>0 a+b>9vab. 
Dấu bằng xảy ra © a=b. 


? 
TS | § 8°. bẻ 
Ta có: y (x+1) 'S:iữ =2va” =9|a| 
AI — 231 


a? 
(x+1 


= x+1=+ffa? = x=-1+ \ |A| - 


Vậy giá trị nhỏ nhất của y là: y = 2|a| khix=-1+ vla| : 


Dấu "=" xảy ra © (x+1)”= œ (x+l)°=a? 


Vĩ dụ 4: Tìm m đề hệ bết phương trình : xe ~Ỷ s4 một nghiệm duy nhất. 
mx 
Giải 
Từ bệ bắt hương trinh Em ẾÙ mg duy ạya =4, 
mx>]1 (b) 


Xét (b):*m >0: (b)x> 
m 
*m=0:(b) © 0x> I (Vô nghiệm ) 
*m<0:(b)œx< +, 
m 


Vậy hệ bất phương trình có nghiệm duy nhất 


Ví dụ 5: Cho hai số thực sao cho x + y, x? + yŠ, x" + y† là các số nguyên. 
Chứng minh x° + y cũng là các số nguyên. 


Giải 
Ta có (x + y)(° + y') = xỶ + yÌ + xy(x + y) @) 
x*+y°=(x+y)°—2xy () 
xi + yì = (? + y?? > 2x?y? (3) 


Vì x+y, x? + y° là số nguyên nên từ (2) = 2xy là số nguyên. 
Vì x? + y?, x'+ y* là số nguyên nên từ (3) => 2x?y? = s(0xyŸ là số nguyên 


=> (2xy)” chia hết cho 2 => 2xy chia hết cho 2 (do 2 là nguyên tó) 
=> xy là số nguyên. Do đó từ (1) suy ra xỶ + y là số nguyên. 

Ví dụ 8: Một tấm bìa dạng tam giác, vuông có độ dài ba cạnh là các số 
nguyên. ứng minh răng có thê cất tâm bìa thành sáu phân có diện tích 
bằ và diện tích mỗi phần là số nguyên. 


_ 


Giải 
Gọi a, b, c là độ dài 3 cạnh tam giác vuông ABC, c là cạnh huyền. 
Ta có a” + bŸ =c”;a,b,c eNÑÏ. diện tích tam giác ABC là S =: 
Trước hết ta chứng minh ab chia hết cho 12. 
+ Chứng minh ab:3 
Nếu cả a và b đồng thời không chia hết cho 3 thì a? + b?chia 3 dư 2. 
Suy ra số chính phương cỶ chia 3 dư 2, vô lý. 
+ Chứng minh ab:4 - Nếu a, b chẵn thì ab:4. 
- Nếu trong hai số a, b có số lẻ, chăng hạn a lẻ. 
Lúc đó c lẻ. Vì nếu c chẵn thì e?:4, trong lúc a” + b?không thể chia hết 
cho 4. Đặt a = 2k + 1,e= 2h +1,k,h eN. Ta có : 
bŸ =(2h+1)”—(2k+1)?= 4(h—k)(h+k+1) 
= 4(h-k)(Œh-k+1)+ 8k(h - k):8. Suy ra b:4. 
Nếu ta chia cạnh AB (chăng hạn) thành 6 phàh bằng nhau, nối các điểm 
chia với C thì tam giác ABC được chia thành 6 tam giác, mỗi tam giác 
này có diện tích bằng m là một số nguyên. 


Ví dụ 9: Tìm các số thực u,v biết: u+vỶ =7 và u.v=-9. 
Giải 
Ta có: uŸ +vỶ =7 và uŸ -v° =—8 
uÝ và vỶ là các nghiệm của phương trình: x” -7x—~8=0 
Do đó: (u? =—1;v? =8) hoặc (uŸ =8;vỶ =—1) 
Vậy: (u =—1; v=2) hoặc (u =2; v=-]). 
Ví dụ 10: Cho các số a,b,c khác 0 và đôi một khác nhau, thoả mãn điều kiện 
a® +b` +? =3abe. Tính TK  -—— 
a b e b-c c-a a-b 
(Đề thi HSG lớp 9 tỉnh Phú Thọ năm 2003-2004) 
Giải 
Ta có a” + b +c? = 3abe © s(a+b+e)|(a ~ b) +(b-e} +(e~a)!|=0 
©®a+b+ec=0 (do a, b, c đôi một khác nhau). 
Suy ra a $ b _Ỷ.. a(e—a)(a — b) + b(b —e)(a — b) + e(b—e)(e—a) 
b-c c-a a-b (a—b)(b—c)(c—a) 
_ (a°+bŸ+e?)(a+b+c)—9(a” + bŠ +?) _ -9abc 
Š (a-b)(b~e)\(-a) 


€C (a—b)(b—e)(e—a) 
A8 n 


Mặt khác : Dui6 (0g và SH _ be(b - e) + ca(e = a) + ab(a - b) 


b e abe 
—_ —be[(a = b)+ (c—a)] + ca(e=a) + ab(a — b) _ -(a~—b)(b—e)(e-a) 
abe b 


abe 


váy (2=, ®=9l( Ko... né 

a b e b-c c-a a-b 

Ví dụ 13: Giải hệ phương trình: IS ƒ=.. : 
(1y +(y~1)ýx = vJ2xy 


Giải 
ˆ (1 
(x-1)w+(y-1jx=J2xy  (@) 


e Điều kiện: x, y>1. (U)<© _ ẤN =1 vị, 
M x 


® Vi (jy—1—1)”=y-2jy—1>0, suy ra _“m TẾ 


1 
Yy 2 
Bo â J1, X-1 cụ. 
y 


X 


ì —1 1 
Và Suy ra ———x-. 
‹ 2 


Nên (1)©XŸ—1 „1 và VK=T_1 vạy | = ĐC, lận 
: V 2 X 2 XJ#-1=1 x=2 
Thử lại: thoả mãn, vậy hệ phương trình có nghiệm là: (x =2; y =9. 
Ví dụ 14: Với 8 số: 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7. Hỏi có thể lập được bao niêu: số tự 
nhiên có 6 chữ số khác nhau, trong đó nhật thiệt phải có mặt chữổ 3. 
Giải 
Ký hiệu số tự nhiên thoả đề bài là: aya;asa,a;a,. Các số a,, ø..... a, 
khác nhau lấy từ 8 số đã cho, a, #0 
® ai =3, khi đó a„ có 7 cách chọn, sau đó a; có 6 cách chọn.... 
Do đó trường hợp này có: 7.6.5.4.3 = 2520 (só). 
® a, z3 khi đó có 6 cách chọn a, (vì a, z0, a, #3), chọn số 3haiy vào 
1 trong 5 số a;,.... ae, sau đó còn lại 4 chữ số và lần lượt cọn 4 số 
khác nhau lấy từ 8 số đã cho và khác a,. a;. 
Do đó trường hợp này có: 6.5.6.5.4.3 = 10800 (só). 
e Đáp sô:13320 sô. 


“t4 


- là 
2349 P 


Ví dụ I5: Trong một cuộc dua xe môtô, ba tay dua đã khởi hành cùng một 
lúc. Mỗi giờ, người thứ hai chạy chậm hơn người thứ nhất 15km và 
nhanh hơn người thứ ba 3km nên người thứ hai đến đích chậm hơn người 
thứ nhất 12 phút và sớm hơn người thứ ba 3 phút. Tính vận tốc của ba 
tay đua môtô trên. 

Giải 
+ Gọi x (km/h) là vận tốc người thứ hai. 
y (km) là chiều dài quãng đường đua. Điều kiện: x > 3, y >0 
* Ta có: x + 15 (km/h) là vận tốc môtô thứ nhất. 
x~—3 (kmíh) là vận tốc môtô người thứ ba. 


Ñ cộ 1. 
2 phút = — giờ; 3 phút = — giè 
12 phú g Bờ phú TT giờ 


j.U J 
+ Theo đề bài ta có hệ phương trình: jX X+15 : 
b2 1-I 
x-3 x 20 
TT ưnn 5y (x + 15)~Õyx = (x + 1ð) 
: y(x+15)—5yx =(x+ 15)x 
Giải hệ phương trình x xrõ ð 
y__y_ 1 |20xy-20(x-3)y=x(x-3) 
x-3 x 20 
s: ðxy + 7By —5xy = x” + 15x Tõy =x” + 15x(1) 
20xy - 20xy + 60y =x” —3x 60y = x” -3x(2) 
2 
.. 2 BE x?° +15x 
75 `. = 
= Ẹ c© T5 
60 3 1E |.y  ñy 4(x? +15x) = B(x? — 3x} 
Tõ d 
ã : 
vu St nung ` 
7ö © =0 
x? -75x=0 sào 


+ Vậy: vận tốc môtô thứ nhất là: 90 km/h; 
vận tốc môtô thứ hai là: 75 km⁄h; 
vận tốc môtô thứ ba là: 72 kmíh. 
Ví dụ 16: Giải phương trình : xÌ + (x + 2)“ = 184. 
Giải 


(—1)'=184 @t'+6t—91=0 


Đ phe 
« : 
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ặt: t Tòa „ phương trình đã cho trở thành: 


„ Đặt z= Ủ (với z >0). 

Với điều kiện trên phương trình trở thành: 
z=T 

z=-13 (loại) 

. Với z=7 = t= +7 = x=-—l +7 

Vậy phương trình có hai nghiệm xị¿ = —l +7 


Ví dụ 17: Cho hàm số y = vx”—9x+1+vjx? -6x+9 


a/ Vẽ đồ thị của hàm số trên. 
b/ Với giá trị nào của x thì y >4. 


Z2+6~9I=0 œ| 


Giải 
-2x†+4 khi x<1l 
a) y= |x-1|+|x-3|©y= 42 khi 1<x<3 
2x-4 khi x>3 


-2x+4>4 x<0 
2x-4>4 l >4 
Ví dụ 18: Bốn học sinh Hồng, Hà, Long, Giang làm trực nhật, trong đó có 
một học sinh vẽ tranh lên tường. Thầy Chủ nhiệm hỏi: “Ai đã vẽ tranh 
lên tường?”. Các bạn lần lượt trả lời: 
Hà:  - Thưa Thầy, có thể bạn Giang, cũng có thể bạn Long đã vẽ ạ! 
Giang: - Thưa Thầy, em không vẽ đâu ạ! 
Hồng: - Thưa Thây, chính bạn Long vẽ ạ! 
Long: - Bạn Hồng ơi, bạn nhằm rồi. Thưa Thầy, em không vẽ dâu ạ! 
Biết rằng có ba học sinh nói đúng, còn một học sinh nói sai. Hỏi ai đã vẽ 


Na 


b) Ta có: x>4e| 


Giải 
Dùng phương pháp loại suy: 
+ Gi¿ sử Hà nói sai, thì 3 người còn lại nói đúng: Khi đó, cả 2 bạn Giang và 
Long đêu không vẽ, do đó bạn Giang nói đúng, nhưng bạn Hông nói sai 
(mâu thuẫn, vì cả Hà và Hồng đều nói sai). Khả năng này không xảy ra. 
+ Gia sử Giang nói sai: Khi đó Hà nói đúng. nghĩa là Long không vẽ, do 
đó bạn Hồng lại nói sai (Giang và Hồng đều nói sai, dẫn đến mâu thuẫn). 
Khả năng này không xảy ra. 
+ Gia sử Hông nói sai: Khi đó, Long không vẽ, Leng nói đúng, mà Giang 
khôrg thê nói sai, do đó Hà nói sai vì cà Long và Giang đêu không vẽ (cả 
Hồng và Hà đều nói sai, mâu thuẫn). Khả năng này không xảy ra. 
+ Chỉ còn lại khả năng Long nói sai: tức là Long đã vẽ tranh lên tường, 
Hồng nói đúng, Giang nói đúng (không thể nói sai) và Hà cũng nói đúng. 
Vậy: người vẽ tranh lên tường chính là Long. : 
Ví dụ 1%: Cho a, b, c là độ dài 3 cạnh của một tam giác. Chứng minh răng 
phương trình a”x” + (a? + bể - e?)x + b° =0 vô nghiệm. 
Giải 
A=(a? +b#~—e?)?—4a”b? =(a” + bỶ =e?)” -(2ab)? 
=(a? + bể + 9ab—c?)(a? + b° ~ 9ab —c) 
=[(a + b)Ÿ ~e?][( - b) -©Ÿ] 
Doa, b, c là 3 cạnh của một tam giác nên: 
a+b>0 =(a+b)®>c?>(a+b)°—c? >0 
Và là-b|<e =(a-b)?<c?>(a—-b)?—c? <0. 
Vì vậy A <0 nên phương trình a°x? + (a? + bŸ - e?)x + b° =0 vô nghiệm. 
Ví dụ 2t: Tìm giá trị của m đẻ phương trình sau vô nghiệm: 
x+/x-2+m=0 () 
Giải 
Điều kiện: x >2. Đặt x~ 2 =t (t>0), ta có: 
x+/x-2+m=0 œ t?+t+2+m=0œ t?+t+2=-m(2) 
Ta cô: phương trình (1) vô nghiệm © phương trình (2) vô nghiệm 
Mặt khác: mịn (t? +t+2) =2 nên phương trình (2) vô nghiệm. 
© -m<2 œ m>-2 
Vậy phương trình (1) vô nghiệm  m>-2. 
Ví dụ 2l: Cho hai phương trình: x”+a,x+bị =0(1); x”+a;x+b¿ =0 (2) 
có cíc hệ số thỏa mãn điều kiện a,a; > 2(b; + bạ) 
ta minh rằng ít nhất một trong hai phương trình có nghiệm. 
F 
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Giải 
Ảụy Ủ =_ A@ +A¿ø =ai +aÿ —4(bị + bạ) 
Âun =a? ~4b, œ6) (2) 1 2 1 2 
Ta có: a¿a; >2(b¡ +b¿)= —2a¡a; <-4(, + b,) 
= aj tai —2a¡a, Sa? +a¿ —4(b, + bạ) 
=_ a7 taj —4(b, +b¿)>(a, —a„)° >0 
l Aq;>0 
Do đó: A¿› + A¿y >0 suy ra 
Au >0 
Vậy ít nhất một trong hai phương trình (1), (2) có nghiệm. 
Vĩ dụ 22: Cho hai phương trình: ax” + bx+e=0 (1); ayx? +b,x+œ;¡ =0 (2) 
Biết hai phương trình (1) và (2) có nghiệm chung. Chứng minh rằng: 
(ac, =ae)” =(a¡b—ab, )(b¡e — be,,). 


Giải 
Giả sử œ là nghiệm chung của hai phương trình đã cho: 
: ? —4ac> ï * bi > 1 
Đinhiệm | Ð2PÊP” may j“e hesead Œ) 
bỷ -4a,c, >0 aơœ°+bœ+e>0 (9) 


tuy ra ai +abơ +a,e=0 
aa,g” +ab,ơ +ae, =0 

=(ab, =ab)œ =(a¡e—aec,) = (ab, =a,b)*ø? =(a,e—ae,)° (3) 
abiơ” + bb,ơ + b,e=0 
aybơ” + bb,ơ + be, =0 

= (ab,—a,b)œ”? =(ab, -a,b)(be, —b,e) (4) 

Từ (3) và (4) ta suy ra(ac, =a,e)” =(ab, =a,b)(be, — bạe) 

hay (ae, =a,e)? =(a¡b = ab,)(b,e — be,). 
Ví dụ 23: Với giá trị nào của m thì phương trình sau có nghiệm: x + 3m —x” =m 

Giải 


x+3(m-x)"=m <> x+3m°-6mx+3x”=m 


Mặt khác lại có: =_ (ab,~a,b)œ” = be, -bạ€ 


© 3x” +(1-6m)x+ 3m” -m =0 
A=(1-6m)” -4.3(3m” - m) =1~ 12m + 36m? ~ 36m” + 12m 
A=1>0.Vm. Do A>0 do đó phương trình có 2 nghiệm phân iiệt với 
gu 8áti m. 
_ 


Ví dụ 24: Tìm giá trị của m đề phương trình sau có nghiệm duy nhất: 
2x° -|x| tm—1!=0 (1) 
Giải 

Đặt |x| = t, với L> 0. Ta có: 
2x” -|x|+ m°—1=0«<>2~t+m”~1=0 (2). 
Nếu phương trình (2) có nghiệmt >0thì phương trình (1l) không có 
nghiệm đuy nhật. do đó loại Vậy phương trình (1) muốn có nghiệm duv 
nhât thì phương trình (2) phải có nghiệm t =0. Với t =0 thì phương trình 
(2) có dạng: 2.0”-0+m”-1=0 «@s m=#l1 


1 
Nếu m=+1 thì (2) ©2-t=0 © t(2t—-1)=0 © 3 
0 


Suy ra phương trình (2) lại có nghiệm t = 5 >0(vô lý) 

Vậy không tồn tại giá trị m nào để phương trình (1) có nghiệm duy nhất. 
Ví dụ 25: a. Cho parabol y = h x?, điểm A(0; 1) và đường thăng d có phương 

trình y =—1. Gọi m là một điểm bất kỳ thuộc parabol. Chứng minh rằng MA 

bằng khoảng cách MH từ điểm M đến đường thăng d. 

b. Cho điểm A(0: a). gọi d là đường thẳng có phương trình y=-a. 
Chứng minh rằng quỹ tích của điểm MŒx: y) sao cho khoảng cách MI 
từ M tới d bằng MA là một parabol. 

Giải 
a. Ta luôncó: MH=y-I(1) 

Để tính MA, ta kẻ MI L Oy. 

Ta có MI=|x|,AI =|y — 1| nên 

MA” =MI? + AI? =x” +(y—1)” 


=x?+ty?-9y+l1. 


Ì s.„ 83L uà 
Do v xổ nên thay x” bởi 4y ta được: 


MA? =4y+y?®-9y+1=(y+1)” 
"ời` | »®uÄULAR (doy>0) (2) 
Từ) Šà£O) ta có: MA =MH. 


8 ¿ 


b. (hình ứng với a > 0) theo công thức tính 
khoảng cách giữa hai điểm M(x: y) và 
A(0; a) ta có: 

MA” =(x~0)° +(y—a)? 
=x”+y?-9ay+a?, 
Ta lại có: MH =|y + a| nên 
MHẺ =(y+a)? =y? +9ay+a”; 
MA” =MH? 


3 : 1 
©x  +y ~2ay+a” =y” + Đay +a” có x” = 4ay ©o y= CC”, 
a 


Do đó, quỹ tích của M là parabol y = mở 
a 


Chú ý: tông quát, cho một điểm A và đường thăng d không đi qua A, quỹ 
tích các điểm M sao cho khoảng cách MA bằng khoảng cách từ M đến d 


là một parabol. 
Ví dụ 26 a. Vẽ đồ thị của hàm số v=- 
b. Gọi C là một điểm tùy ý nằm trên 
parabol y=- ah, Gọi K là trung 


điểm của OC. Khi điểm C di chuyền 
trên parabol đó thì điểm K di chuyển 
trên đường nào? 


Giải ' 
a. Xem hình lạ) 
: ` ;Ã ` k —————==—————~— > 
b.. Gọi tọa độ của điềm C là (m; n). VN 
„š ^ “. ⁄⁄ \ 
Điêm C thuộc parabol y = ~gx tiên ⁄K N\ 
'. ¬. C 
n=~——m (]). Gọi tọa độ của điểm K 
“ˆ.... -4,5 
là (x; y), ta cân biêu thị y theo x. 
K là trung điểm của OC nênx =”; y=^, 
à trung điểm của nênx=-—; y s CHỊ 


Suy ra m = 2x, n = 2y. Thay vào (1) ta được: 2y -s(0Ỷ =-9x 


Do 3 É" Điểm K di chuyển trên parabol y = —x”. 
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Ví dụ 27. Cho parabol y = 5 x” và đường thăng y = mx +3. 


a. Xác định tọa độ các giao điểm A, B của parabol và đường thăng đã 
cho. 
b. Xác định tọa độ điểm C thuộc cung AB của parabol đó sao cho tam 
giác ABC có diện tích lớn nhất. 
Giải 


a. Hoành độ giao điểm của parabol y= m 


và đường thăng y = +3 là nghiệm của 


phương trình: xi =_x +3. (I) 


Phương trình (1) có hai nghiệm x =-9 và 
x=3. Với x=-2thì y = 9, với x = 9 thì 
1 
=4-. 
. 


Giao điểm của paraobl với đường thẳng là A (~9;9) và B(%42). 


b. Ta cần tìm điểm C thuộc cung AB và cách xa AB nhất. Ta xác định 
đường thẳng d song song với AB và tiếp xúc với parabol, tiếp điểm là 
điểm C cần tìm. 

Đường thẳng d song song với AB có đạng: y= s* +n. 
Điều kiện để d tiếp xúc với parabol là phương trình sau có nghiệm kép: 
1 


r1 +2x+n (2) xể —x-2n=0 


Phương trình (2) có nghiệm kép  A =0 1+8n=0<©>n =¬g: 
Với =: thì nghiệm kép của (2) là x=z. 
2 
1 l1(1 1 
1đồ: v==#? =c|=| =ẻ. 
Khi đó: y Ph B : 


Tọa độ tiếp điểm C của đường thăng d với parabol là dễ: 3) Mọi điểm C' 


on lớ 4P” cung AB của parabol đều có khoảng cách AB nhỏ hơn khoảng 
n AB. 
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Vậy ABC có diện tích lớn nhất khi điểm C có tọa độ [š:s) 

Ví dụ 28. Cho parabol y=x”. Chứng minh rằng với mọi điểm M thuộc 
đường thăng y= " các tiếp tuyến kẻ từ M với parabol vuông góc Với 
nhau. 

' Giải 
(Hình) trước hết lập phương trình đường 


thẳng y=mx+n di qua M[x,i~] được 


1 
y =mx—[ my +] 


Giải điều kiện phương trình 
x”°=mx -[mx + 3) có nghiệm kép, 


được m” -4mxạ =1=0 
Hai nghiệm m,,m; của phương 
trình này có tích mm; =-l 
(theo hệ thức Vi-étL) chứng tỏ 
rằng hai tiếp tuyên của parabol 
kẻ từ M vuông góc với nhau. 

Bài tập vận dụng 

1. Với giá trị nào của m thì hai phương trình sau có ít nhất một nghiệm 
chung: 92x”-(3m+9)x+12=0 (1); 4x”-(9m-9)x+36=0 (2) 

2. Với giá trị nào của m thì hai phương trình: 
x? -(m +1)x+m =0 (l); 2xÌ-x+2m=0 (2) 
a. Có hai nghiệm chung. b. Tương đương. 

3. Cho phương trình: x+3(m-3x”)”=m_ (1). Với giá trị nào của m thì 


phương trình (1) có nghiệm? 
4. Tìm giá trị của k để phương trình sau có 3 nghiệm phân biệt: 


(x-8)[x? +(k—1)x+ k?]=0 (1) 
5. Tìm giá trị của k để phương trình sau có hai nghiệm phâm biệt và cùng 
âm: (x—1)(x” +kx+k—1)=0 (1) 


6. Cho phương trình x” -6mx +4 =0. Tìm giá trị của m, biết rằng phương 
trình 1Ø) có hai nghiệm x, vàx, thỏa mãn điều kiện -y+—y =2 


8 X Kị ð 


7. Chứng minh răng, nếu phương trình x” + 3mx +n =0 (1) có nghiệm, thì 


phương trình: x” + 2 


À : ? 
k tá Jmx k n| k *£] =0 (2) cũng có nghiệm. 


(m,n, k là các tham số: k0) 


8. Tính giá trị biểu thức: A =va”+4ab?+4b* —V4a?—19ab?+9b® với 
a= M9; b=l1. 


Huêt «| ể 


10. Cho phương trình: mx” - 2mx +1 =0 (m là tham số). 
a. Tim các giá trị của m đẻ phương trình có nghiệm và tính các nghiệm 
của phương trình theo m. 
b. Tìm giá trị của m đẻ phương trình có hai nghiệm sao cho một nghiệm 
gấp đôi nghiệm kia. 
11. Hai vòi nước cùng chảy vào bề thì đầy sau 16 giờ. Nếu vòi I chảy trong 
3 piờ và vòi l chảy trong 6 giờ thì được thể tích nước bằng 25% bẻ. Tính 
thời gian cần thiết đẻ riêng mỗi vòi chảy đầy bề. 


12. Cho hàm số f(x) =x? -4x+4 

a. Tính f(-—1); = 

b. Tìm x để f(x) = 

mg 

x? 

13. a. Vẽ đồ thị (P) của âu số y =—x” và đường thẳng (D): y = x — 2 trên 
cùng một cùng một hệ trục toạ độ. 

b. Tìm toạ độ các giao điểm của (P) và (D) ở câu trên bằng phép tính. 

14. Cho đường thẳng (dm) : 2mx + (3m — ])y —6 =0 

a. Tìm đường thăng ( d ) đi qua điểm A( —1 ; -3 ) và xác định hệ số góc 
của đường thăng đó. 

b. Tìm điểm cố định B của (d„) với mọi m 

15. Trên mặt phẳng toạ độ Oxy, cho 4 điểm A(-3;4), B(-2;1), C(1;9), D(0;8). 

a. Cho biết đơn vị đo trên các trục toạ độ là xentimét (cm), tính độ dài 
các cạnh và các đường chéo của tứ giác ABCD. Tứ giác ABCD là 
hình gì? - : 

b. Dựa vào hình vẽ, cho biết toạ độ giao điểm của 2 đường chéo của tứ 


1) C 
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9. Chứng minh: }è (với x20 và x # 3). 


e. Rút gọn A= khi xz+ 


16. Cho hàm số y = ax (az0). 
a. Xác định hệ số a biết rằng đồ thị của hàm số đã cho cắt đường thăng 
đ: ý=-2x+3 tại điểm A có tung độ bằng -1. 
b. Vẽ đồ thị (P) của hàm số ứng với giá trị a vừa tìm được trong cân a) và 
vẽ đường thắng d trên cùng một mặt phăng toạ độ. Tìm giao đim thứ 
hai B của (P) và d. 
17. “HP cùng một hệ trục toạ độ, cho (P) và (D) lần lượt là đổ hị của 
y=X” và y=-x+2. 
a. Gọi (D') là đường thắng song song với (D) và (D') đi qu: điểm 
M(0;m) (m là tham số). Viết phương trình của (D`). 
b. Với giá trị nào củam: + (D') cắt (P) tại 2 điểm khác nhau? 
+()) và (P) không có điểm chung? 
+(D) tiếp xúc với (P)? 
18. Cho đường thắng: (m—2)x+(m~—1)y=1  (m là tham số) 
a. Chứng minh rằng đường thăng luôn luôn đi qua một điểm dố định 
với mọi giá trị của m. 
b. Tính giá trị của m để khoảng cách từ gốc O đến đường thăng là lớr nhất. 
19. Xét các đường thăng d có phương trình: 
(2m+3)x+(m+5)y+(4m-1)=0  (mlà tham số) 
a. Vẽ đồ thị đường thăng d ú ứng với m=-]. 
b. Tìm điểm cố định mà mọi đường thắng d đều đi qua. 
20. Cho hàm số y =mx + m - 1. Chứng minh rằng với mọi m đồ thị sàm số 
trên luôn đi qua một điểm cố định. 


21. Cho hàm số y = (2m ~1)x với m# 5 
a. Với giá trị nào của m thì hàm số đồng biển? nghịch biến? 
b. Tìm giá trị của m để đồ thị hàm số đi qua điểm ACS:2). 
ẽ: Vẽ đồ thị hàm số với giá trị m vừa tìm được ở câu bẻ 


d. Đồ thị vừa vẽ tó quan hệ như thế nào với các đường thăng sau: 
3x+y=1l (1); 3y-x-12=0 (2) 

22.a. Xác định các hệ số a, b, c của hàm số y =ax” + bx +, biết đẻ thị (P) 
của hàm số cắt trục Oy tại điểm (0;—5), cắt trục Ox tại điểm (—1;0 và đi 
qua điểm (1;~6). 

b. Với giá trị nào của x thì hàm số vừa xác định có giá trị nhỏ nhữ?' Tìm 
giá trị nhỏ nhât đó của hàm sô. 


h . xÃ .^ * ` £ ~ 4` ` ˆ _ 5 4 
c. Xác định sự biến thiên của hàm sô đã tìm được ở câu a) khi x< ri và 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30.a Vẽ đồ thị của hàm số y= X+¬.—. 


Viết phương trình đường thăng d song song với đường thăng x + 2y =1 và đi 
qua giao điểm của hai dường thăng d, :2x~— 3y = 4 và d, : 3x + y =5. 
Cho hàm số y =ax + b có đồ thị (D) và hàm số y = kx? có đỗ thị (P). 
l. Tìm a, b biết rằng (D) đi qua A(-1;3) và B(2;0). 
2. Tìm k#0 sao cho (P) tiếp xúc với đường thăng (D) vừa tìm được. 
Viết phương trình của (P). 


Cho parabol (P) có đỉnh ở gốc tọa độ O và đi qua điểm A[s-3): 


a. Viết phương trình của parabol (P). 

b. Viết phương trình đường thăng d song song với đường thắng 
x+2y =1 và đi qua điểm B(0;m). Với giá trị nào của m thì đường thăng 
d cắt parabol (P) tại hai điểm có hoành độ x,, x; sao cho 3x; + õx; =5. 

Cho hai đường thắng có phương trình: mx~—(n+1)y-1=0 (d) 

và nx+2my+2=0_ (d). Xác định các giá trị của m và n sao cho (d) 

và (d` ) cắt nhau tại điểm P(-1;3). 

Thiết diện đi qua trục của một chiếc gương có dạng parabol (hình). Hãy 

xác định phương trình của parabol đó, biết rằng độ sâu OC = Icm và 

đường kính AB = 4cm. 


^A 


Cho đường thẳng : 
(m+2)x- my = -1(m là tham số) (1) 
a. Tìm điểm cố định mà đường thăng (1) luôn đi qua. 
b. Tìm giá trị của m để khoảng cách từ gốc tọa độ O đến đường thẳng (1) 
là lớn nhất. 

Trong hệ trục tọa độ Oxy, lấy các điểm A và B sao cho A(1; 1), B(9; 1). 
Viết phương trình của đường thẳng d vuông góc với AB và chia tam giác 
OAB thành hai phần có diện tích bằng nhau. 

7 

4 
b. Có bao nhiêu điểm nằm trên cạnh hoặc nằm trong tam giác tạo bởi ba 


tt „l x=6,y=0, y~ X+ và có hoành độ và tung độ là 


6 guyên? 
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Hướng dẫn và đáp số 
1. Cho hai phương trình: ax” + bx+e=0;a,x” + b,x+e¡ =0 
Biết hai phương trình (1) và (2) có nghiệm chung. Ta có : 
(ac, =a,e)” =(a,b~ ab,)(b¡e — be,). 
Áp dụng vào bài ta có: 
(7248)? =[-2(9m ~ 9) + 4(3m + 2)][—36(3m + 2) + 12(9m - 9)| 
© (12-6m).(-96)=24” © m-2=1 œ@ m=3. 


Thử lại, ta có giá trị m = 3 thì hai phương trình đã cho có ít nhất một 
nghiệm chung. `. 
2 

(m+1#-4m>0_ | ~2m+1>0 1 

= 1 ©m<—. 
1—16m >0 m<— 16 

16 

Gọi œ là một nghiệm chung của phương (1) và (2) 
ơ?—(m+1)œ+m No BỊ —9(m +1)œ + 2m =0 (*) 


9œ? ~ơ +2m =0 (®* 


2.a. Điều kiện: | 
Ta có: , 
9ơœ?—-ơ+9m=0 ' 

Lấy (*) trừ (**), ta có: 
-2(m +l)œ+œ=0 «> -2m-l1)œ=0 «&œ si 1 


Nếuơ =0thì từ (1) ta cóm =0 
+ m=0, suy ra phương trình (1) và (2) có dạng: 


=0 
x-x=0 (1) © l ¡12,'~x=0 (2) © 
X= 


Do đó (1) và (2) không có cả hai nghiệm chung (loại) 


+m = suy ra phương trình (1) và (2) có dạng: 
X-—#--=Ũ © 2x -x-1=0 (l) 
mở =x+3[~5)~0 © 2x -x-1=0 () 


f®_— thỏa mãn. 
. 6 '” Ỗ thỏa mãn 


độ pơt 


b. Phương trình (]) và (2) tương đương 


Ì ú <0 
(1) và (2) cùng vô nghiệm <0 
c> Â; 
(1) và (2) có 3 nghiệm 
mẽ “g (do câu a) 


lv. €Ö 2_ = 2 
Xét trường hợp: | Lào = Jớm Phu ờng, —. " mỹ. ÿ 


|A¿,<0 1-16m<0 1~16m <0 
trường hợp này loại. 


Vậy m= ~y thì hai phương trình (1) và (2) tương đương. 


dy°=m ( 3y” = 
_... pm tỳ =. Pa LI Bi 


y+3x=m (**) (x—y)+3(y? - x?) =0 


,220 =m @® 


'PIb//8Ne TH. 
—y)(1-3x~3y) =0 2S 
(x-y)đ~3x~3y) x+3y”=m qD 
1-3x-3y=0 
Phương trình (1) có nghiệm <> (T) hoặc (II) có nghiệm. 
1 
2 z — 
By ty-m=6 1+19m >0 sung ˆ 1 
©© „ 8y] = © m>-. 
ay24+ŠV=`_„ 9~4.91-3m)>0 1 4 
-_ mà 
4. Tìm giá trị của k đẻ phương trình sau có 3 nghiệm phân biệt: 
Ẹ x=3 
x—8)| x?+(k-1)x+k?|=0 (1) 9 
, { ] @ x?+(k—-1)x+k? =0 = 


Phương trình (1) có 3 nghiệm j”m biệt<> phương trình (2) có 2 nghiệm 
phân biệt và cả 2 nghiệm đó đều khác 3. 
m >0 nh ~1)?—4k? >0 


3?+3(k—1)+ k? z0 k?+3k+6#0 
3k?+2k-1>0 '= 

5 > 3. 
k?+3l:t+6z0_ (hiển nhiên) E2 


Vậy giá trị của k để phương trình có 3 nghiệm phân biệt: 


8 ờ#* k<-¬I. 
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5. (x—1)@°+kx+k-1)=0 (1`) 


x=l 
__Ớ" (3) 
Phương trình (1') có 2 nghiệm phân biệt và cùng âm © phương trình (2`) 
có 2 nghiệm phân biệt và cùng âm. 


Aø >0 F : 
k”=4(k-1)>0 k-9 >0 
—k+ VAa› ) ( 7 k>] 
=© SƯ NNG: go Xạ=-1<0 ©‡x¿=-l<Ũ © kản 
 TN - xạ=1-k<0 Xx;=l-k<0 
(2) 
SUNNNG: Nhà 


6. Ta có: A'=9m” —4. Để phương trình có 2 nghiệm x¡, x¿ cần và đủ là: 


A'=9m#~4>0© m? >2 © |m|> 2 m<—^ hay "TT: 
9 3 3 3 


là thiế ' ¡2X xị +x;)” —9xiX, 
Theo giả thiết: cán n.ớ _ hề - „ià 13) “N7 
XỊ X; 2 xí; 2 XỊX¿ 2 
36m” —8 % 
= 8 =s=m° =. =m=‡2. Cả hai giá trị này của m đềư thỏa 


mãn điều kiện |m| > ặ 
Vậy các giá trị của m thỏa mãn điều kiện của bài toán là: m = h Ẫ 


7. Xét phương trình: x? +2mx+n =0. 
Ai =m—n>0 (do giả thiết phương trình (1) có nghiệm) 
Xét phương trình (2), ta có: 


1 2 1 3 1 2 
2;=[k++] m —n(k¿ +] =(mẺ=n)[k++] 
1 2 
Do m°—n=A; >0. Mặt khác, (x+;) >0 = A;>0 


Vậy phương trình (2) cũng có nghiệm, ĐPCM. 
8. A =\(a +2b°)? — j(9a —8b?)? =|a + 2b?|—|2a - 3b”| 


Với a=42; b=1 thì A =|M2+3|-b⁄2 -3| 


80 =ý2+2+9/2-3=3/2—1 


9. Với giả thiết đã cho: x >0 và x z3, ta có: 


x/x+33 „— (ýVx)#! +(V3) 

-2Jx= -Øx=3- 
-!3x+3 " Cýx)? -x.v3 +(V3)? x=-ll —xư, 
Vx + V3 _ vx + v3 `: 


3—x  (/3-vx)QV3+vx) (V3-x) 


Vậy: RE saatndIE= #): (va- %) "¬S 


10. a+ Nếu m=0 thì phương trình trở thành I=0, nên phương trình vô 
nghiệm. 
+ Nêu m #0 thì phương trình đã cho có nghiệm khi: 
A'=m?~m =m(m—1)>0. Suy ra m< 0 hoặc m >1 (*). 
Khi đó các nghiệm của phương trình là: 


m~Vm”-m _m+Vm°-m 


Xi=————: X;= 


m 
b. Với điều kiện (*), phương trình có hai nghiệm xị, X;. 
Theo hệ thức Vi-ét: xị + x; =2 và x,x; S . 
m 


Theo giả thiết, ta có: x, =2x; (hoặc x; =2x,), suy ra *ị =ãi +: =ã 


2 4 
(hoặc x, "ii Ea =.} 


Suy ra: xịx; = ¬ Ầ b = = em= š >1, thỏa mãn điều kiện (*). 


Vậy với m _ thì phương trình có một nghiệm gấp đôi nghiệm kia. 
11. Gọi x (giờ) và y (giò) là thời gian để riêng vòi I và vòi II chảy đầy bể 
(x>0; y>0). Mỗi giờ vòi I chảy được š bể, vòi II chảy được : bể. 


Theo giả thiết thứ nhất, ta có phương trình: = + ˆ =1. 


3 6 25 3 
Thị thiết thứ hai, t hương trình: —+—=———«<>— 
eo giả thiê ai, ta có p g trì Bờ” TM 
1 1 —=n.=—=. 16u + 16v =1 
Đặt u=—; v=—, ta có hệ phương trình: Ỷ = 1 
X M 6 1 3u+6v=— 
+—=— 4 
y 4 
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Giải hệ phương trình trên, ta được (u;v) = [s::a) : 
24 48 


Suy ra (x;y) =(24;48) thỏa điều kiện bài toán. Vậy nếu chảy riêng. thì 
vòi I chảy đầy bẻ trong 24 giờ và vòi II chảy đầy bẻ trong 48 giờ. 
12. a. f(x) =vx”-4x+4 =j(x—9)? =|x-?| 


suy ra f(-1)=3; f(5)=3 


fœ£) __— |x-3| 
x?-4 (x-9)(x+9) 


Với x > 2 suy ra x—2 > 0 suy ra  <.~ 
x+2 


Với x< 2 suy ra x—2< 0 suy ra A =-——— 
x+2 

13.a.* Bảng giá trị đặc biệt của hàm số y =—x”: 
X -2 |-1 |0 | 1 

FS=EREIBILRECEET 


* Bảng giá trị đặc biệt của hàm sô y = x — 2: 


L8. 

FE=wœ men ng 
Đồ thị của Pa ra bol(P) và đường thăng (D) được vẽ như sau: 
b. Phương trình hoành độ giao điểm của Parabol (P) và đường thăng 
(D) là: -x?=x—2©>x”+x—2=0@©x= 1 hay x=-2(a+b+c=0) 
Khi x= I thì y =—I; Khi x =~2 thì y =— 4. Vậy Parabol (P) cắt đường 
thẳng (D) tại hai điểm là (1; —1) và (—2; — 4). 

14. a. Tìm đường thẳng ( d ) đi qua điểm A( —1; -3 ) và xác định hệ số góc 

của đường thắng đó . 
DoA(-1;-3)e (d„) thế tọa độ điểm A vào phương trình (dạ) ta có 


2m(—1) + (3m - 1)(—3) - 6 =0 +<lim =5 số to m ==É” 


RỂ j 
3 33 
Khi m=-T đường thăng (d) : 3x +10y +33= 0a yeu ¬" 


Hệ số góc của đường thăng (đ) là k = 'Đ 


N À 3 33 ø 
Vậy đường thăng (d) cần tìm là: y=—-—x—“— và hệ số góc k=~-~. 
D2) ryñệ g(d) y _ E = 


8* 10 


b. 


16. 


17. 


Tìm điểm có định B của (dụ) với mọi m 

Giả sử B(x; y) là điểm có định của họ (d„ạ) với mọi m 

<» 2mx +(3m - ])y -6 =0,Vm 

«& (2x +3y)m - 6 - y =0,Vm > sa LANH —` Nhờ: 
-6-y=0 

Vậy điểm có định mà mọi đường thăng (d„) đi qua là : B ( 9; —6). 

a. + Tứ giác ABCD có: 


§=-6 


— Các cạnh băng nhau vì cùng bảng cạnh huyền của tam giác vuông cỏ 
các cạnh góc vuông là 3cm và lem. Do đó độ dài mỗi cạnh của tứ giác 


là: V3? +1? =V10(em) 


— Các đường chéo bằng nhau vì cùng bằng cạnh huyền của tam giác 
vuông có các cạnh góc vuông là 2cm và 4cm. Do đó độ dài mỗi đường 


chéo của tứ giác là: 


AC =BD = V2? + 4? = V20 = 2/5(cm) 


+ Tứ giác ABCD có 4 cạnh bằng nhau và hai đường chéo bằng nhau nên 


là hình vuông. 
b. + Từ hình vẽ suy ra giao điểm của 2 đường chéo là: I(-1;3). 


a.+ Điểm A ở trên đ và có tung độ bằng —1 nên: -1 =-2x+ 3© x=2. 


Do đó A(2;-1). 
+ A là giao điểm của đồ thị hàm số y =ax? với d nên A thuộc (P) 


suy ra -1=a.2” © a==T 


._+ Vẽ đúng parabol (P): y = = 


+ Vẽ đúng đường thắng d 
+ Hoành độ giao điểm của (P) và d là nghiệm của phương trình: 


— 2X! =~ð + 8 co x” ~Bx + 12 =0 


+ Giải phương trình ta được nghiệm thứ hai là: x; =6 = y„ =—9 
Vậy giao điểm thứ hai của (P) và d là B(6;~9). 

a.(D') có dạng y = ax + b. 

+ Vì (D)//(ĐÐ) >a=-—l 

+ M(0,m) e (D') © m=a.0+b« b=m 

Vậy phương trình của (D') là: y=-x+m. 
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b. 


18. 


Số giao điểm của (D') và (P) chính là số nghiệm của phương trình hoành 
độ giao điểm của (P) và (D`). 


Với (P): y=xỶ và (D`): y=-x+m, ta có phương trình hoành đệ giao 


điểm của (D') và (P) là: xŠ=-x+m «> x?+x-m=0 (1). 


A>01+4m >0 m >~. 


Vậy với m > = phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt suy ra (D') và 
(P) cắt nhau tại hai điểm khác nhau. 


A<0©1+4m <0 m<~E, 


Vậy với m< -2 phương trình (1) vô nghiệm suy ra (D') và (P) không có 
điểm chung. 


A=0©1+4m =0 em =—.. 


Vậy với m= tặ phương trình (1) có nghiệm kép suy ra (D`) và (P) tiếp 
xúc nhau. 
a. Điều kiện cần và đủ để đường thăng (m ~2)x+(m-—1)y=1 (]) đi qua 
điểm có định là: (m - 9)x +(m —1)y =1 với mọi m 
© mx-2x+my-y-l=0 với mọim 
© (x+y)m-(2x+y+l)=0 với mọi m 
x+y=0 x=-l 

_EASIE" - HA 
Vậy đường thẳng (1) luôn đi qua điểm cố định N(-1; 1). 
Gọi A là giao điểm của đường thăng (1) với trục tung. 


Tu x6 = ve. —.1sdtÐ& se. 
1—m |m-1| 


Gọi B là giao điểm của đường thăng (1) với trục hoành. 


Tacó:y=Ũ Zxe= 


m~—2 


na tam . Gọi h là khoảng cách từ O đến đường thăng (1). 


Ta có: 
Tá 
h° OA?” OB7 


Suy ra h°<9, maxh = V2 khi và chỉ khi m =5: 


=(m-1)”+(m-9)? =2mẺ ~6m +5 =2(m—Š)J2+1> 1 
2 2 5 


19.a. x+4y-5=0 
b. Điều kiện cần và đủ đẻ đường thắng " 
(2m +3)x + (m +5)y + (4m -1) =0 đi qua điểm có định là: 
2mx +3x+my +5y+4m-1=0 với mọi m 


«» m(2x+y+4)+3x+5y—1=0 với mọi m 
2x+y+4=0 x=-3 

> Ầ 
3x+ðy-1=0 y=8 


Vậy đường thăng trên luôn đi qua điểm cố định A(-3; 9). 
20. Xét điểm A(%,;y,) trên mặt phẳng tọa độ. 
Ta có A(xạ;y¿) thuộc đồ thị hàm số 
y=mx+m-l,Vm «> yạọ=mxạ+m-—1, Vm 
«>_ (Xạ+1)m-(yg +1)=0, Vm 
* Ko = sa ` =_ A(-I;-]). 

Yo+1=0 Yọ =—l 
Vậy đồ thị hàm số y=mx+m-1 luôn đi qua một điểm cố định 
A(-1;-1) Vm. 


21.a. Hàm số đồng biến nu 2m—1>0_ © mà 
nghịch biến nếu 2m—-1<0_ m<ẽ. 


b. Tacó: s=@m~D|~2]© m=-1. 
2 3 


c. Học sinh tự làm. l : 
d. Song song với đường thăng (1). Vuông góc với đường thắng (2). 
22. a. + (P) cắt Oy tại (0;-5), nên e=-—5. 
+(P) cắt Ox tại (—l;0), nên 0=a—b—5a-b=5 q) 
+(P) đi qua điểm (1;-6), nên -6=a+b—5€>a+b=-l (2) 
+ Giải hệ (1) và (2) ta có: a=2; b=-3. 
Hàm số cần xác định là: y =2x?—3x—5 (P). 
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b. + Ta có: y= bề =ar-s=|[x~Ä) -ñ| có tập xác định là R 


y=Đx' ~3x~6>— VxeR. 


Giá trị nhỏ nhất của hàm số là y„„ = _ khi và chỉ khi: 


x- “0 @Ẳz=S. 
4 
3 3 3 LÀN 8” 
ể: lá s6, bu Đ: Tuấn EP Xscc -š<0=|xi~Ÿ] >[=- 
3Ý” 49 | 49 
=|lẨy = ——>|X;- - 
4 16 4 16 
2 2 
=2 [x-3) =- >2 (x:-3) =-. 
16 4 16 
= 2x? -3Xị —5 > 2X) — 3X; —ỗ = Vị >Y; 
Vậy hàm số nghịch biến khi x<ã, 
B: 3 
d. VWy,X;:—<Xi <X¿=0<Xc——<X¿——=” : #s FT 
| 49 3) 49 
=lx#:-—| -=<|*z-_—| 
4 16 4 16 
2 3 
>2 (=-š] =-Ö <2 (=-) =.. 
4 16 4 16 
=2x?—3Xị —5 < 2x? - 3X; —ỗð = Vị < V¿ 
Vậy hàm số đồng biến khi xi 
n Ỷ 1 NỈ 2 2y ÏEs> 1 
23. + Đường thăng x + 2y =1 c y=~zx + 7 nên có hệ số góc a =- 


+ Đường thăng d song song với đường thăng x + 2y =1 nên 


t Toa độ giao điêm M của d, vàd, là nghiệm của hệ phương trình: 


2x-ÖYy=Á „..... 3 : 
so 9 - Giải hệ phương trình ta có Mi) 
Ủxtv=5 If” 1 
+ Đường thắng d đi qua M nên s3. 7. si. 
11 22 22 2 


+ Vậy phương trình của đường thăng d :ý =~. K+ CC e9 11x + 89y =16 
24.4) A(-1;3)e(D) © 3=-a+b 
B3, 0)c(D)_ « 0=9a+b. 
Ta có hệ phương trình có ân a, b: 
-a+b=3 b=3+a a=-—l 
= © 
2a+b=0 3a =-3 b=2 
Vậy phương trình của đường thẳng (D) là: y=-x+9. 


b) Ta biết rằng (D) tiếp xúc với (P) khi phương trình hoành độ giao điểm 
của chúng có nghiệm kép. Phương trình hoành độ giao điềm của (D) và 
(P): kx?=-x+2 © kx°+x-2=0 (l) 


.Jk#0 1 
1) có lệ ép kh ke=š 
() cổ nghiệm kếp khi | 0 =. : 


Vậy phương trình của (P) là: y = ~g x°. 
25. a. Phương trình của parabol (P) có dạng: y=ax? (a #0) 


(P) đi qua điểm A| 1 -š] nên =. 


Vậy phương trình của parabol (P) là: y = _=“ k 


. : : ï-„ 
b. + Đường thăng d song song với đường thăng x + 2y = 1 © y = K + rì 


nên phương trình của d có dạng: y = -a* +b Í *“$} 
+ B(0; m)ed<>m=0+b=b. 
Suy ra phương trình đường thẳng d là: y = - +m [m # 3) 
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26. 


28. 


29. 


+ Phương trình cho hoành độ giao điểm của d và (P) là: 
—_-#”! =—ˆ X ¿nh ¿9x? 3# tiÚB =B 
+ 4 h 2 h h 
+ Đề d cắt (P) tại 2 điểm thì cân và đủ là: 
A'=1~4m>0s m<. (®). 
+ Với điều kiện (*), d cắt (P) tại 2 điểm có hoành độ x; và xạ. 
Theo giả thiết, ta có: 3xi +ỗx; =5 © 3(Xị + X;) + 2X; =õ 
+ Áp dụng định lý Viét. ta có: 6+ xạ =5 ©s = 
+ Thay nghiệm x, vào phương trình: 


Ễ ¿13g08 =04664ã=—. 
4 16 
+ Đối chiếu điều kiện (*) ta có =. 


Parabol y =ax? đi qua B(2; 1) nên 1=a.2”, do đó a= n Phương trình 
của parabol là y = lo : " 
. (hình) Học sinh tự giải | 
- TI” . j1 LỒ 2 /€ 2 B 
a. Điểm cô định N(-2:-2] L8 02022108228 be 7 
2 2 ` 3 
Gọi h là khoảng cách từ O đến đường thẳng (1). ` Í ⁄ 
Ta tính được - - >3, maxh =Y” cs m =1 0. k 
h Kế ` 
(hình) Gọi H là giao điểm của AB và Oy, ta có: 
1 1 
S = —.ÄB:OH = -.8.1=4. 
0AB F ø 9 
vị ú 
| H My A Ti — B 
An 
ÔỦh:=—=——————lK 0x 
a 


gØ°” của d với AB, OB, Ox theo thứ tự là C, D, K. 


Đặt OK =a với 0<a< 9.tacó CB=HB- HC=9- 
Đường thăng OB có phương trình y = sx Điểm D có hoành độ OK=a 


và nằm trên đường thăng OB nên có tung độ KD = s- Do đó: 


BƠÄ=EU_EKD-r-5_58-8, 
9 9 


: I2 mể Dị 9-a (9-a} 
Suep = 2-CB.CD ==.(9~a). "Nhàn - 


LỆ +_ (9-a)” 
Do Suep =Soan n€n 18 = 


Ta tìm được a = 15 (loại) và a = 3. Đường thắng phải tìm có phương 
trình x = 3. 


30. a. Hình vẽ bên 
b. Đường thẳng y= h x# : (d) cắt đường thăng y = 0 (trục hoành) tại điểm có 


hoành độ x = -1e. Đường thăng d cắt đường thăng x = 6 tại điểm có tung độ 


3 
=10-. 
v 4 
Xét hàm số . TA 
2 4 
Lần lượt cho x nhận các . trị -1;0; 1; 2; 3;4;5;6 ta được các 
giá trị tương ứng là T12 ;— Ti TỔ: _ 0ễ, Do đó số điểm 


có tọa độ nguyên chủ tìm trên các đường thẳng 
x=-l,x=0,X=l,x=9,x=3,x=4,x=5,x= 6 lần lượt là 1; 2; 4; 
5; 7; §; 10; I1; y 

Tầng số điểm phải đếm là: quế 
1+2†+4†ð+†7+8+10+11=48. lót 


| 
ị 


Chương 9. Một số đề thi học sinh giỏi và 
đề tự luyện. 


Đề số 1 
Đề thi học sinh giỏi lớp 9 TP Hồ Chí Minh năm học 2007-2008 
Bài 1: Cho phương trình: 2x” =(6m -3)x~ 3m +1=0 (x là ản số) 
a. Định m để phương trình trên có hai nghiệm phân biệt đều âm. 
b. Gọi x; +x; là hai nghiệm của phương trình trên. Định m để A=x?+x¿ 
đạt giá trị nhỏ nhất. 
Bài 2: a. Cho a, b, c, d là các số dương. Chứng minh: 
a b e d 
1< v + + «2. 
a+b+cec b+c+d c+dtva d+a+b 
b. Choa >l; b>1. Chứng minh: ay/b—1 + b/a 1 <ab. 
Bài 3: Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì n”+n+1 không chia hết 
cho 9. 
Bài 4: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp trong đường tròn (O) và 
có trực tâm là H. 
a. Xác định vị trí của điểm M thuộc cung BC không chứa điển A sao 
cho tứ giác BHCM là một hình bình hành. 
b. Lấy M là điểm bất kỳ trên cung BC không chứa A. Gọi N tà E lần 
lượt là các điểm đối xứng của M qua AB và AC. Chứng mỉnh ›a điểm 
N, H, E thẳng hàng. 
Bài 5: Cho tứ giác ABCD có O là giao điểm hai đường chéo và diện ích tam 
giác AOB bằng 4, diện tích tam giác COD bằng 9. Tìm giá trị thỏ nhất 
của diện tích tứ giác ABCD. 


Đề số 2 
Đề thi học sinh giỏi lớp 9 TP Huế năm học 2008-2009 


Bài I: Chứng minh rằng với hai số thực bắt kì a, b ta luôn có: Ệ : ") >ab. Dấu 
đăng thức xảy ra khi nào? 

Bài 2: Cho ba số a, b, c không âm sao cho a+b+ec=1. Chứng mình 
b * 4 tÕybc Dấu đăng thức xảy ra khi nào? 


Bài 3: Với giá trị nào của góc nhọn œ thì biểu thức P=sinŠœ +€os°œ có 
giá trị bé nhất? Cho biết giá trị bé nhất đó. 

Bài 4: 1. Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường tròn nội tiếp tam giác ABC 
tiếp xúc với các cạnh BC, CA và AB lần lượt tại D, E và E. Đặt x = DB. 
y=DC,z= AE. 

a. Tìm hệ thức giữa x. y và z. 

b. Chứng minh rằng: AB.AC -9DB.DC. 

2. Cho tam giác ABC cân tại A, BC = a. Hai điểm M và N lần lượt trên 
AC và AB sao cho AM = 2MC, AN = 2NB và hai đoạn BM và CN 
vuông góc với nhau. Tính diện tích tam giác ABC theo a. 

Bài 5: Một tắm bìa hình chữ nhật có kích thước 1 x 5. Hãy cắt tắm bìa thành 
các mảnh để ráp lại thành một hình vuông. Giải thích. 


Đề số 3 


Tuyển sinh lớp 10 Chuyên Lê Quý Đôn Bình Định năm học 2009-2010 

Bài 1. Cho a, b, c là độ dài 3 cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng: 
1< = + ` + 

b+c c+a a+b 


lài 2 Cho 3 số phân biệt m, n, p Chứng mỉnh rằng phương trình 
=+— >0 dÿhäiqhiônuldnlie, 
TP 


<2 


+ 
x=m Xx=—m 


Bài 3: Với số tự nhiên n, n>3. 


Đặt 8 ° 
"a "Hm sñon lá “Đmmeiitoansn 
Chứng minh rằng S, “sẽ 


lài 4: Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm O có độ dài các 
cạnh BC = a, AC = b, AB = c. E là điểm nằm trên cung BC không chứa 
điểm A sao cho cung EB bằng cung EC. Nối AE cắt cạnh BC tại D. 


a. Chứng minh: AD” = AB.AC- DB.DC 
b. Tính độ dài đoạn AD theo a, b, c. 


lài 5: Chứng minh rằng: l- v3 
n 


a8 


1 sa n: ` 
*>——c——=- Với mọi sô nguyên dương 
n?(V3 +2) 
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Đề số 4 
Tuyển sinh lóp 10 Chuyên Hà Nam năm học 2009-2010 
Vx(Vx +1), QÝx-2) + 3Vx —x 
1—x 1- Jx 
a. Tìm điều kiện xác định của P. 
b. Rút gọn P 
c. Tìm x để P > 0. 


Bài I: Cho biểu thức P= 


Bài 2: Giải hệ phương trình: _ + 2)x + y= V2 
(2+/2)x-y=1 
Bài 3: a. Tìm tọa độ giao điểm của đường thẳng y = x + 6 và paralbcL y = xỶ. 
b. Tìm m để đồ thị hàm số y =(m +1)x + 2m +3 cắt trục Ox.. Ôy tại các 
điểm A và B và AOAB cân (đơn vị trên hai trục Ox và Oy bằng nhau). 
Bài 4: Cho A ABC vuông đỉnh A, đường cao AH, [ là trung điểm cia AH, K 
là trung điểm của HC. Đường tròn đường kính AH ký hiệu là(AH) cắt 
các cạnh AB, AC lần lượt tại M và N. 
a. Chứng minh A ABC và AAMN đồng dạng. 
b. Chứng minh KN là tiếp tuyến của đường tròn (AH). 
c. Tìm trực tâm của tam giác ABK. 
Bài 5: Cho x, y, z là các số thực đương thỏa mãn x+ y +Z=1. Tm giá trị 
1 1 


nhỏ nhất của biêu thức Eã_„ sec né. 
16x 4y z 


Đề số 5 


Bài 1: Cho phương trình: 9x”+ 2mx + m”~2=0(1). 
a. Tìm các giá trị của m để phương trình (1) có hai nghiệm dương shân biệt. 
b. Tìm các giá trị của m để phương trình (1) có hai nghiệm phâm bệt Xị và x; 
thỏa mãn hệ thức x? +x) “a. 
c. Giải phương trình (1) có hai nghiệm không âm. Tìm giá tri của m đề 
nghiệm dương của phương trình đạt giá trị lớn nhất. 


Bài 2: lãi phương trình: Jx?-4x+3=4x-x” (2) 
LNZ, 
260”. 


Bài 3: Cho tam giác ABC có ABC =60"; BG=a; AB =e (a, c là hai độ dài 
cho ước). Hình chữ nhật MNPQ có đỉnh M trên cạnh AB, N trên cạnh 
ÁC,P và Q ở trên cạnh BC được gọi là hình chữ nhật nội tiếp trong tam 
giáic ABC. 

a. Tìm vị trí của M trên cạnh AB đề hình chữ nhật MNPQ có diện tích 
lén nhất. Tính diện tích lớn nhất đó. 
b. Dmg hình vuông EFGH nội tiếp trong tam giác ABC bằng thước kẻ 
vi com-pa. Tính diện tích của hình vuông đó. 
Đề số 6 
xVx -4x—x+4 

2xx —14x +28/x —16 
a. 1[ìm x để 44 có nghĩa, từ đó rút gọn biểu thức 4. 

b. 'Tìm các giá trị nguyên của x để biêu thức A nhận giá trị nguyên. 

Bài 2: (40 điểm) Cho phương trình: x? - 2mx + m? ~m —6 =0 (m là tham số) 
a. Với giá trị nào của m thì phương trình đã cho có 2 nghiệm x, và x; sao cho 

L1. 1.2 
Xị Xị Tỉ 


Bài I: (<,0 điểm) Cho biểu thức: A = 


b. 'Với giá trị nào của m thì phương trình đã cho có 2 nghiệm x, và x,sao 
‹cholx¡|+|x;|=8 
Bài 3: (3,0 điểm) a. Cho 4 số thực bất kì a, b, c, d. Chứng minh: 


|ab +ed| < \(a” + e?)(bỂ + đ?). Dấu đăng thức xảy ra khi nào? 


b. \Wéi giá trị nào của góc nhọn ơ thì biểu thức P = 3sin d +/3 cos ơ có 
tgii trị lớn nhất? Cho biết giá trị lớn nhất đó. 

Bài 4: a. Cho đường tròn (O) và dây BC có định không qua tâm O, điểm A 
di c°huyễn trên cung lớn BC. Trên tia đối của tia BA lấy điểm D sao cho 
AD = AC. Gọi M là trung điểm của CD. Hỏi M di chuyển trên đường 
nào›? Nêu cách dựng đường này và giới hạn của nó. 

lb. Trong hình bên, cho biết M là 
trung điểm của AC và các đường 
tháng AD, BM và CE đồng quy 
trại K. Hai tam giác AKE và BKE 
œó diện tích là 10 và 20. Tính diện 


L2io Ồ” ABC. 


Bài 5: (3.0 điểm) a. Tìm số tự nhiên n đề n + 1§ vàn—41 là hai số chín pương. 
b. Tính các số ô nhỏ nhất phải quét sơn trên một bảng 5x5 đê cho bắt kì 
vùng 3x3 nào đó trên bảng này cũng chứa ít nhất 4 ô đã quét :ơn. 


bày Số 7 


+3=4y 


Bài I: a. Giải hệ phương trình " 
y!+3=4x 


b. Chứng minh rằng nếu a, b, e là các số thỏa mãn bất đẳng thức 
a? bỀ c c a? bề bề c mL 
S > > + + 
a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b a+c ctra 
Thì: |a| =|b| =|‹ 

Bài 2: r Xác định hình vuông có độ dài cạnh là số nguyên và điện tích cũng 

là số nguyên gồm 4 chữ số, trong đó các chữ số hàng đơn vị làng chục 
và hằng trăm giống nhau. 
A, B,C là một nhóm ba người thân thuộc. Cha của A thuộc vhóm đó, 
cũng vậy con gái của B và người song sinh của C cũng ở trong ahóm đó. 
Biết rằng C và người song sinh của C là hai người khác giới ính và C 
không phải là con của B. Hỏi trong ba người A, B, C ai là người khác 
giới tính với hai người kia? 

Bài 3: Cho đường tròn (O) tâm O, bán kính R, hai đường kính AB và CDvuông góc 
với nhau. Đường tròn (O\) nội tiếp trong tam giác ACD. Đường tròi (O›) tiệp 
xúc với 2 cạnh OB và OD của tam giác OBD và tiếp xúc trong với tường tròn 
(O). Đường tròn (O›) tiếp xúc với 2 cạnh OB và ÓC của tam giác O3C và tiếp 
Xúc trong với đường tròn (O). Đường tròn (O4) tiếp xúc với 2 tia CA và CD và 
tiếp xúc ngoài với đường tròn (O¡). Tính bán kính của các đường tròn(O)), (O›). 
(O;), (O4) theo R. 


Đề số 8 


Bài 1: (8 điểm) Cho (P): y=.x ? 
Viết phưởng trình các tiếp tuyến của (P), biết các tiếp tuyến tày đi qua 
điểm 4; 1). Gọi d là đường thăng đi qua điểm A(2;1) và cóhệ số góc 
m. Với giá'trị nào của m thì đường thăng đ cắt (P) tại hai điển phân biệt 


M vàN, khi đó tìm quĩ tích trung điểm I của đoạn thằng MN thí m thay 
đổi. Tìm-quï tích các diễm Mỹ từ đó có thể kẻ được hai tiếp tuyến củc 


LÀ P), và hai tiếp tuyến này vuông góc với nhau. 


Bài 2: (4 điểm) Giải hệ phương trình: ll Ki 
X+y+XY =-—ỉ 


Bài 3: (8 điểm) Cho nửa đường tròn đường kính AB có định. C là một điểm 
bất kì thuộc nửa đường tròn. Ở phía ngoài tam giác ABC vẽ các hình 
vuông BCDE và ACFG. Gọi Ax, By là các tiếp tuyến của nửa đường tròn. 
a. Chứng minh răng khi C đi chuyển trên nửa đường tròn đã cho thì 

dường thăng ED luôn đi qua một điểm cố định và đường thẳng FG 


tuên đi qua điểm cô định khác. 


b. Tìm quï tích các điểm E và G khi C di chuyển trên nửa đường tròn đã cho. 
c. Tìm quï tích các điểm D và F khi C di chuyển trên nửa đường trong 


đã cho. 
Hướng dẫn và đáp số 
Đề số † 
Đề thi học sinh giỏi lóp 9 TP Hồ Chí Minh năm học 2007-2008 
Bài I: a. A =(6m 3)” ~8(~8m+1)=(6m~1)” => x;„= Am 
=_ X;=3m-1Và x; =~s 
1 
3m-—1<0 m< 3 
Đề hai nghiệm phân biệt đều âm thì Lộ & 
m-1#-— 1 
mz— 
6 
% 2 3 ' Tên: 
b. Ta có A =xj” + x;” =(3m —]) SP Ì 


A đạt giá trị nhỏ nhất là h khim = g: 


Bài 2: a. Với a, b, c, d là các số đương, ta có: 


BH vỐ a . b ` b 
a+b+ce a+b+ec+d`b+e+d a+b+c+d 
€ e : d d 


GIẾT nà h tot: nhat na btozd 
Cộng bốn bắt đăng thức trên ta được: 
a b e d 
< + + + x 
a#b+c b+c+d c+d+a d+a+b 
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Ta lại có: 


a a € e a e 
< : < + <1 
a+b+c a+ce c+dva a+ce a+b+c c+d+a 
b b d đ b hi 


Baexd “beđ” Ta đu hưng ng 


Từ đó ta có ĐPCM. 
b. 'Tneó: jjAa-i=LẠ=i <=—=Š @,b>D) 


3 
Suy ra bía=1<t (1): Tương tự: aVb=1<`” (2) 


Cộng (1) và (2) ta có ĐPCM. 

Bài 3: Giả sừ n° +n+1 chia hết cho 9 thì ta có: 
n?+n+1=k.9(keÑ) ©n”+n+1-k.9=0 (1) 
A=1~4(1—k.9)=36k~3=3(19k~1). Ta thấy A chia hết cho 3 và 
không chia hết cho 9 nên không là số chính phương. Do vậy 
phương trình (1) trên không thê có nghiệm nguyên. 
Vậy nŸ+n +1 không chia hết cho 9 (ĐPCM). 

Bài 4: a. Gọi Mẹ là điêm 
đối xứng của A qua tâm 
O của đường tròn. 
Ta có CMẹ // BH vì 
cùng vuông góc với 
AC;BM, // CH vì cùng 
vuông góc với AB.Vậy 
tứ giác BHCM, là một 
hình bình hành. Điểm 
M, chính là vị trí của M 
mà ta cần xác định. 

b.. Ta cóN và M đối xứng qua AB nên: NHB + EHC = BAC 
H là trực tâm tam giác ABC nên: AHB + ÁCB =180° 
Suy ra: ANB + AHB = 180°. Tứ giác AHBN nội tiếp được cho ta: 
NHB =NAB. Mà NAB-= MAB nên NHB=MAB. (I) 
Tương tự ta cũng có: EHC =MAC (2). 
Cộng (1) và (2) ta có: NHB + EHC = BAC. 
Mà ta lại có: BAC + BHC = 180! 


„Nên: NHB + EHC + BHC =180°. Vậy N. H. E thăng hàng. 


ẤN du 
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Bài 6: Đặt Shoc =x, Son =Y Ầ 
ĐẠon OB Đhọc 


Tổa có C295 - — ĐỌC. 


SẠon 0D š Seobp B 
Suy ra: =*Š` = xy =36. x 
y 9 
Ta lại có 
SAncp =4+9+x+y>13+2(/xy =13+2.6=95. 
Dấu "=" xảy ra khi x=v=6. © 
Vậy diện tích tứ giác ABCD đạt giá trị nhỏ nhất là 25. 
Đề số 2 
Đề thì học sinh giỏi lớp 9 TP Huế năm học 2008-2009 
Bài l: Ta có: 
: 9 B vía bì cIỆP: 9 _t 
(`) .. _= > be ca _ = (a „ >0,Va,beR 


a+b 


2 
váy | ) >ab,Va,beR © (a + b)Ÿ > 4ab,Va,be R. 


Dâu đẳng thức xảy ra khi a = b. 

Bài 2: Ta có: (a+b+c}” =[a +(b+©)Ÿ ]>4a(b +e) 
Mà a+b+c=1(giả thiết. Nên 1> 4a(b+e) ©b+e>4a(b +e)°(vì a, b, 
c không âm nên b + c không âm). Nhưng: (b + e)” > 4bc (không âm). Suy 
ra b+ec>16abc. 


` F , la=b+c 
Dấu đẳng thức xảy ra khi: h 
=e 

Bài 3: Ta có: P =sin? ơ + cos” ơ =(sin” ơ) + (cos” œ)° 
P =(sin? ơ + cos? ơ)| sin" œ —sin” œ cos” œ + cosf z] 
P =(sin? œ + cos? œ) —3sin? œ cos? œ =1— 3sin” œ cos” œ . 
Ta có: 
(sìn? œ + cos? œ)? > 4sin? œ cos? œ 
©1>4sin? œeos? œ 

mm. 

© si” œcos'a <7 


Suy ra: 


P=1~ 2h? œcos”œ>1—Š = 
Ỗ 


cm 


265 


Do đó: P vì và chỉ khi sin°œ =cos”°œ ©>sinœ =cosơ(v là 


min 


sinœ 


góc nhọn) ——— =L€ tgø =l©œ=4B". 


Bài 4:1a. Ta có: 'BD = BF, CD = CE và AE = AF (tính chất của hzi tiếp 
tuyên cặt nhau). Do đó: BC = x+y, AC=y+z.AB=x+z. 
Theo định lý Pytago BC? = AB? + AC? ©(x+y)Ÿ =(x+2)”+(y+z)” 
© 2xy = 22(x + y) + 22° «6 xy =Z(x+y+Z) (a) 
1b. Gọi r là bán kính, I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 
Ta có: Su =SABAC š 2BCr * sCA+ + AB+ =(x+y+z)r () 
Tứ giác AEIF có 3 góc vuông nên là hình chữ nhật. 
Nhưng AE = AF (CM trên), nên AEIF là hình vuông. Do đó: z = EI = r (c). 
Từ (a), (b). (c) suy ra AB.AC = 2xy © AB.AC = 2DB.DC. 


2. Theo giả thiết AM = 2MC và AN = 2N€ suy ra: A 
NA NUNG =ố Tưc \ 
AC AB 3 BC AC 3) 


Gọi E là giao điểm của BM và CN. Theo 
EM _EN _MN _2 


EB EC BC 3 
Gọi BK là đường cao hạ từ B của tam giác ABC, ta có: 


định lý Talet, ta có: 


Vậy 8n =—— 

Bài 5: Tấm bìa hình chữ nhật l x 5 có điện tích là 
5(đvdt. Đề cắt hình chữ nhật thành các mảnh 
ráp thành hình vuông thì cạnh của hình vuông 
bằng M5, bằng độ dài cạnh huyền của tam 
giác vuông có hai cạnh góc vuông có kích 
thước là I và 2 có diện tích bằng 1 (đvdt). 
Do đó nếu cắt hình chữ nhật 1 x 5 theo đường 
chéo của 2 hình chữ nhật AEFD và GBCH và 
cắt theo 2 đường EF và GH xong ráp lại thì 
được hiển vuông MNPQ như hình bên. 
ˆ ;* nh Ê v. 

266 


Đề số 3 
Tuyển sinh lớp 10 Chuyên Lê Quj' Đôn Bình Định năm học 2009-2010 
b € 


Bài I: Chứng mình 1< = <3 (với a, b, c là độ dài ba cạnh 
b+c c+a a+b 
của tam giác). 


mm+k 
Ta có: —< 
n n+k 


, (với0<m<m,Vk >0) (1) 


Thật vậy: 
(1)©>0 <m(n + k) < n(m + k) 0 < mk < nk 0 <m < n(0<m,n,k) 
2a 

TP “nh uae 

< bả ¡0<4e<a#b-— < 2y Ẫ 

c+a a+b+c a+b a+b+c 

Cộng về theo về các bất đăng thức trên: 

a b Ẹ 3(a+b+c) 
+ + c——- 
b+c c+a a+b  a+b+c 

Ta chứng minh bất đăng thức phụ: 


mẽ: 
—+—+—|>9(x,y,z>0 
G+v+z)[S+2 +2] (x,y,z> 0) 


Ta có: G+y+z)(S+2+2]=a+|X«}),[*+ 2) [E+Z]xs 
x y # W8 #8 Z8 X 


Thay x=a+b, y=b+c, z=c+a vào (2): 


Áp dụng: 0<a<b+ec= 


0<b<c+a= 


(2) 


1 1 
s(a+b+e)| = ¬ 


1 1 9 
b ==.¬- 
“e2 -9[ ND b+c n] 2 


e a c 
1+ +1+ l1+——>-~ 
Sẽ a+b TP sài a+b 2 


+1 S—#1# 


>—-3=—>l1({3 

xư b+c a+b s4 0) 
Sun —=P 
c+a a+b 

Bài 2: 2C trình — : =0 (1) 


—m K==: x-p 


ABÈ _ 


Điều kiện xác định của phương trình: x m,n,p. 
Biến đổi phương trình tương đương: 
(1)© (x—n)(x~p)+ (x— m)(x - p) +(x~ m)(x —n) =0 
© 3x” -9x(m +n + p) + mn + np + mp =0 
A'=(m+n+p)-3(mn + np + mp) 
=mỂ +nŸ +p°~mn —np~mp =s[(m-nŸ +(n-—p)Ỷ +(m~p)” ]>0 
(vì m#n#zp) 
Vậy phương trình (1) luôn có hai nghiệm phân biệt. 
Bài 3: Ta có bất đăng thức: 2n +1 > 2/n(n +1) 
©>(9n +1)? > 4n(n + 1) © 4n” + 4n +1>4n? +4n: BĐT đúng 


1 1 
Do đó: —————————<-—— 
(9n +1)(Vn +n+1) ` 9n +Vn+1)n(n +1) 
-1_ vht nh — “l%-1n| (0) 
2| (n+1—n)Jjn(n +1) Jn vn+l1 : 
Cho n lần lượt lấy các giá trị từ I đến n, thay vào (1), rồi cộng về theo về 
các bất đẳng thức tương ứng, ta được: 
1 1 1 
SŠ›=———=-†+—=—~-+..-.†+—————-— 
34+v2) 5(/2+v3) (ðn+1)(Ýn + vn + 1) 
‹Í-ø'ø-Ă' T“- r na. 
2\(W v3 v3 J3 7 vn vdaš1) 2À Vấ+l) 2 
Bài 4: a) Xét hai tam giác ABD và AEC, ta có: Â¡ =Â›(AD là phân giác 
góc A); ABD = AEC (góc nội tiếp cùng chắn cung AC) 
Do đó AABD ~ AAEG(g.g) 
AD AB 
—=——cAD.AE=AB.A 
Suy ra AC “AE = B.AC 
Mặt khác AABD ~ ACED(g.g) 


nên DE D€ => BD.DC =DA.DE 


Từ đó: AB.AC- BD.DC 
=AD.AE- DA.DE 
=AD(AE- DE) = AD? 

Vậ AB.AC-DBDC (1) 


“ 


b)_ Theo tính chất đường phân giác của tam giác. ta có: 
DB _ DC nh, DB DC DB+DC BC a 
AB AC cc b_ ct+b c+b cự 


x ` Ẹ `¿ 2 
Suy ra DB DC bi DB.DC '| a ) -»DB.DC= vhÌ be (2) 
#& 5 be b+e b+c 


Thay (2) vào (1). ta có: 


AD° = be~| a |a “il1—~-- ( Th] 
b+c : bi b+e sử *T 


=bc.(P+e-=a)®+c+a) 


(b+e)° 
Vậy AD= be(b+e-=a)(b+e+a) 
b+ec 
z £ h 5 1 1 
Bài 5: Trước hêt, ta cân chứng minh ng >——.. VneÌN* (Ì). 
Nh.a 
Vì VneN* nên bất đẳng thức (1) tương đương với: 
0)=5-1„x5=#2 (2). Đặt t=^(0<t<1), ta có: 
n n n 


(2)=(V3- 2) +t—2<0 (Vt:0<t<1) @) 
Biến đổi tương đương: 
@)© (V8 ~2)t? -(V3 -⁄2)t+ (J3 —2)t+t—J2<0 
(V8 - 2)t(t—1)+(V3—9+1)t—2<0 
(V8 - J2)t(t—1)+ (V3 - 2 +1)t—(V3 2 +1)+V3—2/2+1<0 
© V3 - V2)t(t—1)+ (3-2 +1)(—1)+V3—2/2+1<0 
©3~2/2+1<0 (vì 0<t<1nên t(t—1)<0) 
©vV3+1<9/2>4+9/3<8©>2/3<4e©>vV3<2©>3<4:Bất đẳng 
thức đúng. Do đó bắt đăng thức (2) đúng. 


M- > CV vm eN®, nên |R~ k“===+eeef 
n n n n (V3 +2) 
1 * 
Vậy |”-2 >——————-.Ym,neN 
T[n n?(v3 + v2) 


Nhận : “B " =" trong bất đẳng thức không xảy ra. 


AB % 


Đề số 4 
Tuyển sinh lớp I0 Chuyên Hà Nam năm học 2009-2010 


1-xz0 
Bài I: a. P xác định => to s0 TU 
sx0 x>0 
b. Rút gọn P: P~ VXCÝ% +1), Qx~2Ÿ + 3ýx —x 
1—x 
` Xx(Ýx +1) Xx— 4Vx+4+3ýx- X 
_a-d9q+dÐˆ 1-x 
. ⁄x La NT 4 
_-jx) 1-x (-k) 
4 
ÓC [sWEsu 
cDP>0Z7‡xz1 ©4xzl ©1>x>0 
x>0 x>0 


Bài 2: Giải hệ phương trình: 
“3k <beg .. 
(2+2)x-y =1 k (1+v2)x+y=2 
„4G SIM? 
(1+⁄2)(2—1)+y =2 y=v2-1 
Bài 3: a. Tìm tọa độ giao điểm của đường thẳng y = x + 6 và pưabol 
y =x” là nghiệm của phương trình: x” =x+6 hay x”—x—6=0. 
Giải phương trình ta có x, =-2; x; =3 suy ra tung độ giao điểm tương 
ứng là y, =4; y; =9 nên tọa độ các giao điểm là: A(-2;4), sB(3;9) 
b._ Đồ thị hàm số y = (m+1)x + 2m + 3 cắt trục Oy tại các điểm 


B(0; 2m+3) và cắt trục Ox tại điểm A|- _. 9) Với mz-—1. 
+ 
s 2 
Để AOAB cân thì 0A =00 © | | m và TU" |>n +3| 
m m + 


C 0m=-Š khi đó A =B=0 không tồn tại AOAB 


at 


1 = 
1+]| 


2)— 1 
"E 


a)m+l=leem=0 
b) m+1=-1£e>m =-32. Vậy m=Ú; m=-~2 là giá trị cần tìm. 

Bài 4: a. AILLBC(gU0); HMA =HNA =90°(góc nội tiếp chắn nửa đường 
tròn). Áp dụng hệ thức cạnh và đường cao trong tam giác vuông. Trong 
AAHB và AAHC có AH” =AM.AB=AN.AC 
Suy ra B—— = coi 

AC AB 
b. I là trung điểm của AH nên Ï là 
tâm của đường tròn (AH) 
=IM =IH: AHNC vuông tại N có 
K là trung điểm của HC 

8 H K ẹ 

= KH = KC=KN. 
Lại có KI chung nên A KNI =A KHI(c.c.c) 


lại có góc A chung nên AACB ~ AAMN(ecg.©) 
^ 
M 


= KNÑI= KHI mà KHI=90°nên KNI=90°hay KN là tiếp tuyến của 
đường tròn (AH). 


c. Trong tam giác AHC có KI là đường trung bình nên KỊ / AC mà 
AC L AB =KI L AB; nên [ là trực tâm của AKAB. 


Bài 5: Theo bất đẳng thức Bunhiacôpxki ta có: 


{løz}-(]-(4Ï](@7-667-64) 
(ñ*='#yø:¿*#J (bin] 8: 


HỒ nụ 1 1 1 VY 
Vậy P„¡ạ¿=—— khi đó :Jx=——:AW=-E:2 Và x+y+z=1 
s 16 VI6x 4y ⁄z 
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Đề số 5 
Bài I: a. Đề phương trình I có 2 nghiệm dương phân biệt, điều kiện cần và dủ là: 
A'=4-m”>0 


|m|< 2 
m?—9 


>0 © |m|> V2 © V2 <m<9 


'|8=m>0 m>0 


P= 


b. Phương trình có 2 nghiệm phân biệt 
© A'=4-m?>0<©-2<m<9) 


5 5 
XỈ +Xệ =se + x;)|Œ +) -8xiX, ]= 5 


2 
© m| mẽ _ ŠŒE_ =2) |_ 5 + m° ~6m +5=0 
2 2 
© (m-1)(m? +m-—5) =0 ©m, =1]; mạ =— LẺ NI 
ÔN =— ai. 1. an 
2 2 2 
—= và #~x, =5 —Ý? „0e, c? 
Vậy có 2 giá trị m thỏa mãn điều kiện bài toán: m = Im==kt Vật 


c. Phương trình có hai nghiệm không âm khi và chỉ khi: 
A'=4-m” >0 “ 


mỂ —2 


P= >0<>v⁄2<m<9 (**) Hai nghiệm này không thể đồng thời 


S5=m>0 


bằng 0, nên nghiệm dương của phương trình là: 


_m+v4-mẺ 


" sưng: Tan >0. Suy ra 
„- m? +2m4—m” +4-m? _ 4+2\jm”(4-m”) 
š 4 4 
Theo bất đẳng thức Côsi: 


mỂ +(4-m”)> 2\|m°(4- m°) © 9\m?(4~m?) <4 


, đị< ©x,<2. 
8 <3 2 


Dấu đăng thức xảy ra khi m” =4-m”e©»>m= 2e [#32]: 


Vậy nghiệm dương của phương trình đạt giá trị lớn nhát là V2 khi m = V3 
Khi đó 2 nghiệm của phương trình là: 


m~v4-m”. m+4-m” 


ĐC. : ¡ấy : =0<x, <x¿ (Ym e [ V9; Ì) 

- s 4x—x”>0 
Bài 2: “TT Thụ ` (2) 
(X”—4x+3 = (4x — x?) 
t=4x—x”>0 
â 0<t<4 
©4t=4-(x-9)°<4© 4 „ (3) 
i trt-3=0 
3-t=t 


Giải phương trình theo t, ta có: t, = ¬-iã <0 (loại); t„ = ¬ >0 


2 
v13-—9 


tạ ~4S—————<0© t; <4. Suy ra nghiệm của (3) là t; 


X;=2-\Ì———— 
Giải phương trình 4x — x” = ty e3 x” —4x + ty =0 = 


Xạ=2+ == -v13 
2 
Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt x,„ = 2 + AC = 
Bài 3:a. + Đặt AM = x (0 <x<e). 


m¿¿ MN _AM „_ (e—x)⁄8 

: Fan _. HS 
Ta có BC TAB «eMN MQ = BM.sin 6 5 
Suy ra diện tích của MNPQ ` Ạ 

_— 

2c 2c 
t Ta có bất đăng thức ^ 5s JSE vá£ : 
9 " 
a+b 
= Ïla>o»>o) 
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8 ễÝ_ ` 

Áp dụng ta có: x(e~x)<(*°3~*) =—.s5 
2 4 

Dấu đăng thức xảy ra khi Xx=c-xe©x=ố. 


3 #8 _ acj3 Ạ 


Suy ra 8 co 
2 14 8 


= Kà khi x= 


Vậy S„.„. hay M là trung 


€ 
2 


điểm của cạnh AC. 

Giả sử đã dựng được hình vuông EFGH nội 
tiếp trong tam giác ABC. Nói BF, trên đoạn BF lấy điểm F'. 

Dựng hình chữ nhật E`F*G`H' (E`e AB; G`, sH` e BC). 

Ta có: E'R'VEP vàiE'(Œ ØFGaên PT «re 

EF BE BF  FG 
=E'F'=F'G'. Do đó E'F`*G'H' là hình vuông. 

+ Cách dựng và chứng minh: trên cạnh AB lấy điểm E' tùy ý, dựụg hình 
vuông E'F`G'H' (G`, H'eBC). Dựng tia BF` cắt AC tại F, dựg hình 
chữ nhật EFGH nội tiếp tam giác ABC. Chứng minh tương tự trn ta có 
EF=EŒG, - ra EFGH là hình vuông. 


"¬nn €6 `4 


BH 1 
+ Ta có =cotg60° =-= 
a có: Em =cotg 5 
Kĩ. cong... 6 ý, v0) 


F'G' E'6! Đ®.H' 43 
Suy ra tia BF' cố định khi E* di động trên AB, cắt AC tại mộtđiêm F 
duy nhất. 
Trường hợp hình vuông E`F*G`H' có đỉnh F” ở trên cạnh ÁC; G'và H' ở 
trên cạnh BC, lý luận tương tự ta cũng có tia CE` cố định. cắt A3 tại E. 
Vậy bài toán có một nghiệm hình duy nhất. 
+ Đặt AE = x. Ta có: 


3 
cá. —EF=^”: HE=(e- dáng 5. 
BG_ AB D 
> 3/8 
EFGH là hình vuông nên EF = EH e “Ễ = (x8... € : 
e 2 9a +ecv3 
aa2a2 
Suy ra điện tích hình vuông EEGH là: 8= BF?=—*““—.. 
(2a + e/3) 


Đề số 6 
Bài I: a. Đề A có nghĩa trước hết x >0. Đặt t= Wx(x >0) 
tT40-t+4 — (t?~=1)(t~ 4) 
_ ĐIP~—14U?+28L—16 9t°—9E -(19t2—98L+16) 

(t—1)(t +1)(t—4) 

-_ 9(t—1)(—9)(—4) 

Đề biểu thức A có nghĩa thì 
t>0, tz1; tz2; tz4ex>0; xz1; x#4; xz16 


Khi đó rút gọn ta được A = †< “=¬.n 
2-2) 2(Vx—9) 
R.. #8 _(t-2)+3_ . 
3(t— ?) 2(t-93) 2 *3tt-?) 
Để A là số nguyên thì X nguyên và t — 2 phải bằng +1 hoặc +3. 
Nếu t~2=~1 © t= 1(loại vì trái điều kiền (Œ®*)) 
Nếu t-9=-3 © t=~I( loại) 
Nếu t~2=1 ©t=3 ©x=9vàA=2 
Nếu t~2=3 ©t=5 ©x=25 và A =I 
Vậy để A nhận các giá trị nguyên thì x = 9 và x = 25. 
Bài 2: a. Đề phương trình: x” - 2mx + m? ~m ~6 =0 có hai nghiệm thì: 
A'=m -(m°-m-6)=m+6>0œ>m>-6 () 
Với điều kiện (1) ta có: 
XLX: l8 Xi ty 18 (XitXg) “2X, 18 0 Xấu sự 
Wạ, ị XIX; 7 XiX¿ 7 


2_ LIn vs. 2 
4m vn _ “ThS TỄ=  (m+8m 8) 
mˆ—m— mˆ-m~ 


£> mỶ ~8m ~48 =0 «» m, =~4, m„ =12(thỏa mãn điều kiện (1) và đều 
khác -2 và khác 3). 
b. Với điều kiện (1): |x;|+|x;|= 8 (xạ + x;)? 


= 


© xỉ + xỹ +2|x,x¿|= 64 cs (xị + x;)? ~2x,x, + 2|x¡x,|= 64 (2 
m>~6 

m? ~m~6 =(m +2)(m ~3) >0 
v.?+ „3n hoặc m>3_ (3). Khi đó (2)© (x; +x;)” =64 


đÉ° =64€©m = +4 (thỏa mãn điều kiện (3)). 


Nếu xị và xạ cùng dấu thì XịX; >0 “| 
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+ Nếu xị và x¿ trái dấu thì X¡xX;< 0 
esm?~m-—6=(m+32)(m-3)<0«>-23<m<3 (4) 

Khi đó (2) © (x, + x¿)” ~ 4x¡x„ =64 ©> 4mŸ — 4(mŸ =m 6) =4 

>m +6=16 e>m =10 (không thỏa mãn điều kiện (4)) 

Vậy để |x,|+|x;|=8 thì m = +4. 

Bài 3: a. Ta có: 
0 <|ab +cd|< N(aŸ +c?)(bể + đ?) © (ab+ cđ)” < (a? +c?)(b? -d”) 

© a?b? + c?d? + 9abed < a?bể + a?d? + b?c? + c?d”. 

(ad)? + (be)? - 9(ad)(be) >0 © (ad — be)” >0: đúng với 4 sé thực a, 
b,c, d bất kì. 


Vậy 0<|ab+ cd|< Q(a” + e°)(bZ+đ?)„ với a,b, c, d bất kì. 


b. Áp dụng kết quả trên ta có: P=3sinơ + M3 cosơ >0 


Nên P =3sin œ + V3 cosơ < \@° + V3 3sin? œ+cos? œ) = 2/3 


l2 =93 khi Seoul - dễ nho. có mac 
cosơ V3 


max 


© tgơ = J3 c> œ =6)” 
Bài 4: a. Ta có: tam giác ACD cân tại A (gt) nên BAC = 2ÃDC ( BáC là góc 
.D 


ngoài của tam giác ACD). 
+ Gọi I là trung điểm của BC, ta có x/ 
MI // BD (đường trung bình của tam giác BCD), ,  M 


nên: IMO = BDC = 2 BAC L¿a Ệ 
=5 DOC =' (ø = BÖCkhông đổi) 
+ Do đó: M chạy trên cung tròn nhìn đoạn IC D 
dưới góc : không dồi. ị 
+ Dựng tỉa OI cắt đường tròn (O) tại N, ta có: l _ 
NBO = › BAC = BDC = [MC. BẢN AkT 


+ Dựng tỉa In⁄BN. dựng dường thẳng qua I và 
vuông góc với In` cắt trung trực đoạn IC tại Ôi. N€ —k_ X/ 
Đường tròn tâm O\ và đi qua C là đường cân dựng. Ề ⁄ 


$ là 
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+ Khi A chạy trên cung lớn BC tới trùng với A thì D trung với Dụ trên 
tiếp tuyến Bt của (O) và BD, = BC, khi đó M trùng với Mụ là trung diêm 
của CD. 

Vậy M chỉ di chuyền trên cung lớn CMs của 

dường tròn (O)). 


b.. Gọi h là khoảng cách từ K đến AB, ta có: Ấ VIN 
s. ñ 'A ho to sa 

¬ ARx- ` ¬ ke “-«ẽ 

XVAKE — g SẠC AE œ AE ° b Ỷ Na, ho 
Nlaum mm. BB BB 5 “Suyli ` N 

\XBKE  JSRx = —b— lộ 
+ SuV rz Sucp ` s) 
Suy ra S =5 ©®Đ\neg=254Ao  (l) 
ABCE 


+ Tương tự: Sun = MA = 
Öacgu MB 


Đặt x=Ô¿¿kw =ocgm, la có: 


1© SA =ÖacKM 


ĐAnM = Scpw ©> 20 + 10 + x= x+ Spcy = Sgeg = 30 
Œ) 20+ 8pey = 2(10 + 2x) © 10 + 2x =25 © x.. 
Do đó S¿àne = Saakp + Đaneg + ÔaAgc = 10 + 20 + 30 + 2x = 7õ. 
Bài 5. a. Để n + 18 và n— 41 là hai số chính phương 
©n+18=p” và n-41=dŸ(p, qeN) 
=p” =q” =(n+18)~(n~41)=59 ©(p~q)(p+q)=59 
p-q=l1 {j2 30 
p+q=ð9 d=29 
Từ n + 18 = p” =30” = 900 suy ra n = 882 
Thay vào n —4I, ta được 882 - 41= 841= 29°= qŸ 
Vậy với n = 882 thì n + 18 và n— 41 là hai số chính phương 
b. + Dọc theo chiều ngang sát sát cạnh trên của bảng 5x5 có 3 vùng 3x3 ở 3 
vị tríA,B,G,D,, A,B,C,D,, A,B,C¿D,. Dịch chuyển xuống theo chiều 
dọc lô, ta có thêm 3 vùng 3x3. Dịch chuyển xuống theo chiều dọc 1 ô 
nữa ta có 3 vòng 3x3. Do đó có 9 vùng con 3x3 của bảng 5x5, mỗi vùng 
con đều chứa Š ô vuông con Ix1 thuộc hình chữ thập đã tô màu. 
t Nếu chỉ quét sơn như hình vẽ bên thì mỗi vùng con 3x3 đều chứa 4 
hoặc Š ô Ix1 được quét sơn. 
Vậy để mỗi vùng con 3x3 của bảng 5x5 chứa ít nhất 4 ô Ix1 được quét 
sơn thì chỉ cần quét số ô nhỏ nhát là 7 ô như hình vẽ bên. 


Nhưng 59 là số nguyên tố nên: | 
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Đề số 7 


xi†'+3=4y x†+3=4y 


Bài. . Điều kiện để hệ có nghiệm là: | 


y'+3=4x y°'+3=4x 


_. +3=4 *a ô= 
Vớiiiln Kiên? cá VỀ T25 „ DE tủ=‹4y (a) 
yh+3=4x x'—y!+4(x-y)=0 (b 


(b)œ(x~y)[Œ+ y)GẺ +y°)+4]=0»x~y =0 x=y 
(Vì xuy>2 >0 nên (x+y)(x?®+y”)+4>0) 


Thay vào (a): xÌ+3=4y ©x!-4x+3=0«>x!~1—4(x~1)=( 


©(x—1)(x +x?+x—3)=0 ©(x—1)”(x” +2x+3)=0 © x=1 


Vì x? +9x+3=(x+ 1)? +2>0. So với điều kiện (*), ta có: x= y =1 xã 


F =1 
Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhât: Ệ ì 
y = 


1.2 Điều kiện: a ý —b; b #—c; c #—a, ta có: 
a? b €° : bŸ c? a? 


+ 
a+b b+c c+a 


a+b b+c c+a 

a?—b° b?—c? c?—a? 
+ +—— 

a+b b+e c+a 


=(a-b)+(b-c)+(ce-a)=0 


L b? c? b c? a? 
NuÌới SA độc BAS BAĐ bạc cÝn 
9a°c° + 9a?b? + 2c?b? -3(a' +bt +} 
l 3(a + b)(b +e)(€ + a) kẽ 
_at°-2a%c°+cl+ai ~9a?b° +bf + bề —2b?e? +c” củ 
9(a +b)(b+e)(e+a) 
a?—-b?=0 
—>(a? —b#)? + (b? —c?)+(c?° =a?)=0 © 4b —c? =0 
cẰ—a?=0 


ea# =b? =e* ©|a| =|b|=|t| 


A8 


Bài 2: a. Theo giả thiết diện tích hình vuông có dạng S=abbb=k? 
(k0, keZ) 1000 < k” <9999  33<k<99 nên k chỉ gôm có 2 chữ 
SỐ: k= xy =10x + vị k? =100x? +90xy+y? (3<x<9;0<y<9). 
Nếu y lẻ =>y =1:3:5:7:§ =y” =1; 9; 95; 49; 81—=b=l; 5; 9. Khi 
đó 2xy có chữ số tận cùng là số chăn nên chữ số hàng chục của kỶ phải là 
số chăn khác 1: 5: 9, do đó § k thể là abbb 
Nếu y chăn =y =0; 2; 4: 6; 8 


=ử =10; 4; 16; 36; 64=>b=0; 4; 6. 
Với y = 0; kỶ chỉ có thẻ là 1600; 2500; 3600: 4900; 6400; 8100 không 
thỏa mãn điều kiện bài toán. 
Với y =2; k? =100x” +40x+4: Khi đó x chỉ có thể là 6 thì chữ số hàng 
chục của k mới là 4. Suy ra kÌ= 3600 + 244 = 3844 # abbb 
Với y =4; 6 y°=l6; 36. Khi đó 20xy có chữ số hằng chục là số chẵn nên chữ 
số hàng chục của k phia là số lẻ. Do đó không thể bằng 4 hoặc 6, nghĩa là 
k? zabbb 
Với y =8; yÌ= 64; k? =100x? +160x +64, khi đó x chỉ có thể là 3 hoặc 
8 thì chữ số hàng chục của k mới bằng 4 suy ra k? = 38? = 1444 hoặc 
k?= 88? = 7744 (không thỏa mãn điều kiện bài toán). 
Vậy bài toán có một lời giả duy nhát: hình vuông cần xác định có cạnh k = 38 
và diện tích S = 1444. 

b. Theo giả thiết, cha của A có thể là B hoặc C: 
+ Nếu B là cha của A thì C không thể song sinh với A, vì nếu như thế thì 
C là con của B, trái giả thiết. Do đó C và B là song sinh và khác giới tính 
(et). nên C là phái nữ. Mặt khác, con gái của B không thê là C nên phải 
là A, do đó A phải là phái nữ. Vậy B khác giới tính với hai người còn lại 
là A và C. 
+ Nếu C là cha của A thì C chỉ có thể là song sinh với B, theo giả thiết B phải 
là nữ. Mặt khác, con gái của B không thẻ là C (g) nên phải là A, suy ra C và 
B là vợ chồng chứ không phải song sinh, dẫn đến mẫu thuẫn . Vậy chỉ có 
duy nhất trường hợp B là cha của A và B khác giới tính với hai người còn lại 
là A và C(€ùng là phái nữ). 


A” » 


Bài3: + Gọi r là độ dài bán kính đường tròn (O¡). Ta có: S 


wAcp Z PP 


e RẺ =2 (BÁC +CD)r — 
; P v | 
©R? “lỗ ¡0r re P “Í _` 
„ 1+2 / Tà 
+ Đường tròn (O;) tiệp xúc với 4 _# \ 
OB và OD nên tâm O; ở trên tia € \ NI E——w 


phân giác của góc BOD, (O;) lại —\ ( vJồ Ỉ b \j 
N 


tiếp xúc trong với (O) nên tiếp Ậ` 

điệm T của chúng ở trên dường Là, ve” SG bá 
thăng nối 2 tâm O và O;, chính là < =2 

giao điểm của tỉa phân giác BOD 4 

với (O). “ö 


+ Đường thăng đi qua T vuông gÓC với OT cắt 2 tia OB và OD tại B" và 
D' là tiếp tuyến chung của (O) và (O;). Do đó (O;) là đường tròn nội tiếp 
AOB'D'. 

+ AOB'D' có phân giác O vừa là đường cao nên nó là tam giác vuông 
cân và B'D'=2OT =R, OB'=OD'= R3. Suy ra: ABO'D' = AACD, 


) R 
+ Vậy bán kính của (O;) cũng băng r = : 
y ( ›) E E 1a J3 
+ Hai hình quạt OBC và OBD đôi xứng với nhau qua AB nên (ØƠ›) 


cũng bằng r= : H h 


+ Đường tròn (O4) có hai trường hợp 

a. Trường hợp T: (O4) ở bên trái (Oi) 
Kẻ tiếp tuyến chung của (O2) và (Ó)) tại tiếp điểm K cắt AC và AD gi Evà 
F; CO và CA còn là 2 tiếp tuyến của (O;) nên chu vi của VCEF bằng 2CO 
suy ra nửa chu vi của nó là p = R. 


Ta có: CO =/R SG 


Rj4+2/2  R_ R(4+2/3-1) 


CK=CO,-0,K= = = 
"nh. 1+42 1+2 1+2 
KF_ 0D. auap-_Ì — Kg _- RQl4+942 - 
KC CO 1+2 TP 
= 2 
Su; =CK.KE - RG(4+2/2 -— ĐỀ, 


+2} 


Ỉ 2 
Suy ra bán kính của đường tròn (O¿) là: rạ = RGJ4 +22 = DẺ 
(1+9) 
b. Trường lợp 2: (O' 4) ở bên phải (ƠI) 


Khi đó K` là tiếp điểm của 2 đường tròn, tiếp tuyến chung cắt CA và CD 
tại I:` và F°, CD tiếp xúc với (O`¿) tại H. 


CK'=CO, +O,K' 2Í ⁄ 
„{ 
_ RV4 t2, R_ RdQ4+3/3+1) ỶZÑ - 76 | 
== ⁄ ` 6ế | Ị 
liưt l+rựa 1+2 “Á_+ | 
F'H=K'F'=ŒK' tg22/30' cl< , 


TP củ 
CK'_ CO _ op,_ CK'CO, _ RCV4+2 xu SE 
CF" CO, CO (+2 
g , RQ4+242 +1)4+2\2 „RQ4+242 +1) 
=CF+F'H= 
+2) (1+2)? 


R(V4+22 +1)” 
đN SN Sáo, 
(+2 
Suy ra bán kính của đường tròn (O4) là: 
c n RQ4+22 +1)? 
=0O,H=CHtg22930'=—*—“^<“——~. 
_=. š a+2" 


Đề số 8 
Bàila. Phương trình đường thăng dị đi qua A(2;1)có dạng:y =ax+b và 
1=2a+b Suy rab=1-3a do đó d, :y =ax=2a +1 
Phương trình cho hoành độ giao điểm của ở, và (P) là: 


no =ax— 2a —1 © x” -3ax + 6a -3=0. 
Để d, là tiếp tuyến của (P) thì cần và đủ là: 


a=2 

A'=A=9a?~—24a +12=0<> 9 
a=— 

3 


Vậy HẢO: 1) có hai tiếp tuyến đến (P) là: d,:y=2x-3; d;: X~g 
4š 
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b. Phương trình đường thăng d đi qua A(2:1) có hệ số góc mì là: 
y=mx+l-2m. 
Phương trình hoành độ giao điểm của d và (P) là: 


mm =mx-9m+1«©>x”-3mx+6m-3=0 (9). 


Để d cắt (P) tại 2 điểm phân biệt thì cần và đủ là: 


A = 8m ~24m +12> 0 9| mể =Š m + 3 Ì»0 
4 
m>— 
ở 
4 2 miẾng cŠ 
5[ -ä] ——>0©|m--|>“e ©|”“*; @) 
3 3 4 
m<— m>2 
3 
4 2 
- 
3 3 


Với điều kiện (*), d cắt (P) tại điểm 2 điểm M và N có hoành độ là xị và 
xa là nghiệm của phương trình (2) nên tọa độ trung điểm I của MN là: 


xXL†X; _ 3m Hs VỀ cổ: 2.011 s8) 


ï D) 3e 3 3 3 3 
y=mx+1-2m y-.#- ¿1 
3 3 
Vậy khi M thay đôi quĩ tích của I là phần của parabol 
v= xi -gx+1 giới hạn bởi x < 1; x >3. 

e. Gọi Mạ(xạ;y,)là điểm từ đó có thể vẽ 2 tiếp tuyến vuông góc đến (P). 
Phương trình đường thắng qua Ä⁄¿ và có hệ số góc k là:y = kx + b, đường 
thăng này đi qua Mạ nên: yạ = kxạ +b eb= yọ +kxạ suy ra phương trình 
củad": y = kx~— kx; + yạ. Phương trình cho hoành độ giao điểm của d và 
(P) là: mm =kw— kxụ + yạ © x2 —8kx+8kx,—8y,=0 Œ) 

Để từ Mụ có thể kẻ hai tiếp tuyến vuông góc tới (P) thì phương trình: 
A=9k? ~12kxạ + 12y, =0 có hai nghiệm phân biệt kạ,k, và k,k„ =—] 


12 
- S3. 


Vậy quỹ tích các điểm Mụ từ đó có thể vẽ được 2 tiếp tuyến vuông góc 


với (P) lã đường thẳng y, =—”.. 

n Đt 
#l Pa 

282” 


T v”4 v*_— sử g9 & ;\? - #3 vV € 
Bài 2: | V XV 19, J(xtV) )xy - 19 
Ìx+ty txy - ~7 |x+yt+xv =7 
[S” =3 -19(8=x+v 

“?>$ 
+ P 


(8:P j #8 


XV 
Giai hệ phương trình (1) tạ được (3= —1; P=-=6),(S -2:P -ð) 
LW ~ (1V .. 

Giai các hệ phương trình tích. tông: F19142 28 

|xy =—6 |XY: =5 
Ta có các nghiệm của hệ phương trình đã cho là. 

Jx=-3 ƒx=3 Jx- =L-v6 [x=-1+ v6 
Ầ ' V 
|y=# 'ly=-8`|y- -14 Vẽ |y=—t- để 

Bài 3: a. Gọi K là giao điểm của Ax và GE, I là giao điểm của By và FI). 

Ta có: BEI - BCA - 90" 

EBI - CBA (góc có các cạnh tương ứng vuông góc) 

BE=EC 

Do đó: ABELI= ABCA -› BI = BA mà By 

có định Suy ra điểm I có dịnh. 

+ Tương tự, K có định 

+ Vậy khi € di chuyển trên nưa dường tròn thì đường thăng ED đi qua diễm l 
cô định và đường thăng GE đi qua diễm K cô định. 

b.. Suy ra quï tích của ï là nữa đường tròn đường kính 
BI (bên phải By, €= A => =:I.€= B=>l=<B; 
quï tích của K là nửa dường tròn đường kính AK 
(bên trái Ax, C= A >G=<A.£=B=>G=<K). 

c._ Xét hai tam giác BEI và BDK. ta có: 

BE_ BỊ 1 
BD BK 3 
EBI + ÍBD = KBD + IBD = 45" 
>3 EBI = KBD 
Do đó: ABEI= ABDK => BDK = BEI = 909 
+ Vậy quï tích của D là nửa đường tròn đường kính BK. 
+ Tương tự. quï tích của F là nửa đường tròn đường tròn đường kính AI. 


A80 


283 


Chương 1. 
Chương 2. 
Chương 3. 
Chương 4. 
Chương 5. 
Chương 6. 
Chương 7. 
Chương 8. 


Chương 9. 


MỤC LỤC 


6: toán Về căn hit -c-<eonusaaosmobiaisgnsssnsadiadrssxensagB 
Phương trình bậc hai-Hệ thức Viet.............................. 2225 ccccvrverkrerrissrree 42 
EKiệ. phương ÌNHi,sus-ssossansvsi14/66556056045080186106201000830022ausÐ 78 


Phương trình nghiệm nguyên 
Phương trình: VÕ ĐỶ «ácssssnoeeesesinidiisS615010106400560101506816)008808008 183g 139 


Phương trình, bất phương trình qui về bậc nhất, bậc hai......... 166 


Bfẩlđỡ5ng THỨC! pecsusaietidtoattosdthioiggd0dttoigiipflodi0 G0 D10228 195 
Bà LỔNE HỢP an kieiindianiininiieonidcisidclaliisgigakanrseie 231 
Một số để thi học sinh giỏi và để tự luyện...................................- 258 


